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1. Funkciju apsolutne vrijednosti jednoliko aproksimirati polinomima na segmentu [—1, 1].

Rjesenje. Prvo definiramo niz polinoma (¢, )nen, ¢n: [0,1] — R, koji jednoliko konvergira
prema funkciji ¢ — v/£. (Ideja je preuzeta iz [1, str. 256].) Definicija je induktivna:

q(t) =0,

1
Iny1(t) = qu(t) + 5(t —¢2(t)), n=0.
Indukcijom po n dokazujemo da za svaki t € [0, 1] vrijede nejednakosti:

2Vt
0<VE—gu(t) < ———=.
an(t) 2 +nyt

Baza evidentno vrijedi. Pretpostavimo da nejednakosti vrijede za neki n. Tada imamo
V= g1 (t) = (VI = au(t) = 5 (t = 45(2))
1
= (VE—au®)(1 - 5(VE+a(®)).

Manipulacijom desne nejednakosti u pretpostavci indukcije dobije se

2V

T+t Vi <ViE+qn(t) .

Slijedi
Vit

1
1—5(\/£+Qn(t))<1—m.

S druge strane, iz v/t — q,,(t) > 0 slijedi
2Vt P Vit + qn(t)

te stoga
1
L= (Vit () > 1=Vt >0.

Zakljuc¢ujemo da vrijedi

0< VI~ g (t) = (Vi+ () (1 5 (VE+ a(1)))

- 2/t (_ Vit ): 24/t
S 24 nVEN 24 (n4+)VE T 24 (n4+1)VE
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Time je indukcija zavrsena.

Sad iskoristimo ¢injenicu da za svaki ¢ > 0 vrijedi

2/t 2

Ve 2
2—|—n\/f\n

kako bismo zakljuéili da za svaki n € N it € [0, 1] vrijedi
2
Vi g < 2.

Neka je sada t = 22 za x € [—1,1]. Oznaéimo s p,(z) polinom ¢,(z?) za n € N. Buduéi da je
Va? = |z|, iz dosad dokazanog imamo

, ze[-1,1].

2
Hx‘ _pn(w)’ < n

Prema tome, niz (p,)nen jednoliko konvergira prema funkciji apsolutne vrijednosti na segmentu
[—1,1]. O

2. Pokazati da je normirani prostor E potpun ako i samo ako svaki apsolutno konvergentan red
u E konvergira u E.

RjesSenje. Pretpostavimo da je F potpun, a Y x, je apsolutno konvergentan red u E. Tada
konvergira red Y ||z,| (u R). Drugim rije¢ima, konvergira niz parcijalnih suma (s,)nen, pri
¢emu je

n
S;’L = ZkaH )
k=0
pa je taj niz Cauchyjev:
(Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n e N) m,n >ng = |s, — s | <e.

Promotrimo sad niz parcijalnih suma (sy,)nen, pri cemu je

n
Sp = Z T .
k=0
Ukoliko je € > 0im = n = ng, vrijedi

lsm—sall = | 3wl < 3 Nl =55 -5 <e.

n<k<m n<k<m

Prema tome, (s,)nen je Cauchyjev, a onda zbog potpunosti prostora F i konvergentan niz. No
to znaci da je konvergentan red > x,.

Obrnuto, pretpostavimo da svaki apsolutno konvergentan red u E konvergira u E. Neka je
(n)nen proizvoljan Cauchyjev niz u E. Tada

(Vk € N)3n e N)(Vm,n € N) myn = ny = |2, — x,] < 277,

pri ¢emu se brojevi ny mogu izabrati tako da je niz (ng)gen strogo rastuéi. Definiramo novi niz
(Yk)ken u B

Yo ‘= Tny

Ykt1 = Tpyy — Tpy, Kk EN.
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Zbog [Yk+1ll = [|Tne,y — Zne |l < 27F je red 3-||yk41] majoriran geometrijskim redom Y 27% pa
je konvergentan. No tada je red Yy apsolutno konvergentan, sto po pretpostavci povlaci da je
red Y yi konvergentan. To pak znadi da konvergira niz parcijalnih suma:

k

Sk =YYk =Tn,

i=0
tj. postoji v = limy, xy,, .
Pokazimo da je v limes niza (z,)nen. Neka je € > 0 proizvoljan i neka je k € N takav da je

27F < /2 ||zn, — v < &/2. Tada za n = ny, vrijedi ||z, — zn, || < 27F. Slijedi

lzn = vll < llen = 2n, |l + 2, —vll <275 +e/2 <.

Dakle, proizvoljan Cauchyjev niz u E je konvergentan, sto znaci da je E potpun prostor. O

3. U ovom, kao i u nekoliko sljedeéih zadataka, opisivat ¢emo norme na prostorima neprekinutih
funkcija s vrijednostima u vektorskom prostoru.

a*) Neka je S proizvoljan skup, a E realan ili kompleksan vektorski prostor. Tada je E°,
skup svih funkcija sa S u F, sa zbrajanjem funkcija i mnozenjem skalara definiranim po
tockama:

(u+v)(s) :=u(s) +v(s),
(Au)(s) == Au(s),

vektorski prostor.

Rjesenje. Provierimo da je (E°,+) Abelova grupa. Asocijativnost i komutativnost se
svode na asocijativnost i komutativnost zbrajanja u prostoru FE. Neutralni element je
nul-funkcija 0: S — E, 0(s) := 0. Suprotan (inverzan) element za funkciju u: S — E je
funkcija (—u): S — E definirana s (—u)(s) := —u(s).

Uskladenost skalarnog mnozenja sa zbrajanjem u E° oéito proizlazi iz uskladenosti ska-
larnog mnoZenja sa zbrajanjem u E. Prema tome, E° je doista vektorski prostor. O

b) Ukoliko je E i normiran prostor, onda s B(S; E) oznacujemo podskup E? koji se sastoji
od svih omedenih funkcija, odnosno takvih da je

|ullB(s;m) = supllu(s)||r < oo
s€S
Pokazati da je (BE(S; E), ||-||p(s;£)) normiran vektorski prostor.

Rjesenje. Prvo pokazimo da je B(S; E) potprostor prostora E°. U tu svrhu neka su A, j
dva skalara, a u,v € B(S;E). Ako odgovarajuée supremume oznac¢imo s U,V onda za
proizvoljan s € S vrijedi

[Au+ po)(s)l| & = [[Au(s) + po(s)|
< Mllus)llz + |plllv(s)l e
< AU + |p|V .

Prema tome,
supl[(Au+ po)(s) | < MU + [V < o0,
se

3
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tj. Au+ pv € B(S; E).

Pokazimo sad da je [|-||g(s;z) norma na prostoru B(S; E). Pozitivna definitnost evidentno
slijedi iz pozitivne definitnosti norme ||-||g. Homogenost takoder. Nejednakost trokuta
smo zapravo ve¢ provjerili kod dokaza da je B(S; E) potprostor od ES: samo stavimo
A = p = 1. Pritom je bila klju¢na nejednakost trokuta za normu ||-||z. O

Ako je E potpun (Banachov prostor), onda je i B(S; E') Banachov prostor.
Rjesenje. Neka je (up)nen proizvoljan Cauchyjev niz u B(S; E). To znaéi da vrijedi

(Ve > 0)(Fno € N)(Vm,n € N) m,n =2no = |um — unlps;p) <e-
Specijalno, iz definicije norme na B(S; F) slijedi da za svaki s € S vrijedi

(1) [um(s) = un(s)l[2 = [|(um — un) ()| & < lum — unllBs;p) <e-

Dakle, za svaki s € S je niz (un(s))nen Cauchyjev pa je zbog potpunosti prostora F
konvergentan. Tj. postoji
u(s) = lim Un(s) .
Time je definirana funkcija u: S — E.
Lako se vidi da je u normiranom prostoru (X, ||-||) norma (¢ak jednoliko) neprekidna
funkcija. To slijedi iz ¢injenice da je
[zl = llyll| < llz =yl

sto se lako pokaze koristeéi nejednakost trokuta.

Tako je i ||-|| g neprekidna, $to nam omogucuje da u (1) prijedemo na limes po m:
[u(s) = un(s)ll e = [limum(s) = un(s)lle = lim[lum(s) — un(s)[|p <e.
S obzirom da to vrijedi za svaki s € S, zaklju¢ujemo

supllu(s) — un(s)|lp <.
seS

Dakle, za svaki n > ng je funkcija u — u,, € B(S; E). Kako je B(S; E) vektorski prostor,
tojeiu= (u—u,)+u, €B(S; E). Nadalje, kako za proizvoljan € > 0 i za n > ng imamo

||u - un”B(S;E) <e,

to je (un)nen konvergentan i konvergira k u.

Pokazali smo da proizvoljan Cauchyjev niz u B(S; E) konvergira i time dokazali da je
B(S; E) Banachov prostor. O

Ako namjesto normiranog prostora E uzmemo normiranu algebru A ($to je posebno slucaj
za realne ili kompleksne funkcije), onda je B(S; A) takoder normirana algebra, koja je
potpuna (dakle, Banachova algebra) ako je i A potpuna.
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Rjesenje. Veé¢ smo pokazali da je B(S; A) normiran vektorski prostor. Ako je A normi-
rana algebra, onda se na A° definira mnozenje funkcija po tockama:

(uv)(s) :=u(s)v(s).

Moramo pokazati da je za u,v € B(S; A) umnozak uv € B(S; A):

[(wv)()lla = llu(s)o(s)]la < llu(s)llallo(s)l[a < llullsisiallvllBes;a) -

Time smo uz uv € B(S; A) pokazali i sljedece:

HUUHB(S;A) = Sgg“(“’”)(s)HA < HUHB(S;A)HUHB(S;A)-

Ostala svojstva (asocijativnost mnozenja, distributivnost mnozenja prema zbrajanju i svoj-
stvo da je A(uv) = (Au)v = u(Av)) evidentno proizlaze iz istih svojstava za A. Nadalje, ako
je A algebra s jedinicom 14, onda je konstantna funkcija 1: S — A definirana s 1(s) := 14
jedinica u B(S; A) i evidentno vrijedi [|1]/g(g;4) = 1.

Potpunost u slucaju potpunosti normirane algebre A dokazana je u prethodnom podza-
datku. O

Ukoliko je prostor E kona¢no dimenzionalan, dokazati da je B(S; E) izomorfan direktnoj
sumi kona¢no mnogo kopija prostora B(S;R) (odnosno prostora B(S; C), ukoliko je prostor
E kompleksan).

RjesSenje. Bitna cinjenica koja se koristi u rjesenju ovog zadatka je da su sve norme
na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru ekvivalentne. Stoga dokazimo prvo tu
tvrdnju. Neka je V' vektorski prostor dimenzije m € N i neka su ||-||; i ||-||2 norme na V.

Fiksiramo bazu (v1,. .., vy ) i definiramo novu normu:

(2) [€1v1 + -+ Emvml| = [&] + -+ [&ml -

Pokazat ¢emo da su ||||1 i ||-|]|2 ekvivalentne s ||-||, $to povlaci da su i medusobno ekviva-
lentne.

Pokazimo prvo da su ||-||1 i ||-||]2 neprekidne s obzirom na topologiju induciranu normom
|-]l. U tu svrhu uvedimo oznake M; := max{|v1]|;,..., ||vm|;j} za j = 1,2. Ako jee >0
proizvoljan i §; := ¢/M;, onda za x = 101 + ... T, 1 Yy = Y101 + ... + ymvy takve da
je [z —y| < d vrijedi

|l = Nyll;| < llz =yl
<o —wlllvilly 4 -+ 12m — Yml lomll;
< Mjllz -yl <e

Sad pogledamo jedini¢nu sferu s obzirom na ||-||:
S={veV||v|]|=1}.

Budud¢i da je S kompaktan skup, norme ||-||; i ||-||2 postizu na njemu svoje minimume i
maksimume. Postoje, dakle, pozitivni realni brojevi oy, 01, o, B2 takvi da za v € S vrijedi

aj < vll; <85, 7=1,2.
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Stoga za proizvoljan 0 £ v € V i j = 1,2 vrijedi
o < llo/Ill, < 8.
ajllo]l < lvlly < Bjllvll -

Time je tvrdnja dokazana. Posljedica je da nije bitno koju to¢no normu na E, odnosno R
razmatramo: omedeni skupovi su omedeni s obzirom na svaku normu, a samim time su i
omedene funkcije omedene s obzirom na svaku normu. Dakle, B(S; E) i B(S;R) su, kao
skupovi i kao vektorski prostori, neovisni o normi na E, odnosno R.

Neka je dim F = n. Tada je E = R" i postoje baza (e1,...,e,) prostora F i izomorfizam
vektorskih prostora ¢: E — R"™ takav da je ¢(e;) i-ti vektor kanonske baze za R™.

Dokazimo prvo da je E¥ izomorfan prostoru RS @ ... ® R (n kopija). U tu svrhu neka
su definirane projekcije m;: R® — R i inkluzije ¢;: R — R™:

(X1, ., Xp) 1= x4,

Ll(w) = (51'11'7 PN ,(5m£L‘) N
pri ¢emu je ¢;; Kroneckerov simbol (1 ako je i = j, 0 inace). Nadalje, definiramo preslika-
vanje ®: B - RS @ ... ® RY:

O(u):=(mopou,...,mopou).

Jednostavno se pokaze da je ® izomorfizam vektorskih prostora. Primjerice, aditivnost
proizlazi iz sljedeceg:
(mi 0o (u+wv))(s) = (miop)(uls) + v(s))
= (mi o @) (u(s)) + (mi o p)(v(s))
— (mopou+mopou)(s),
zasve u,v € R%isve s € S. Pritom smo koristili definiciju zbrajanja u R® i ¢injenicu da su
@ i projekcije m; aditivne funkcije. Analogno se pokaze homogenost. Injektivnost proizlazi

iz jednostavne provjere da je jezgra operatora ® trivijalna, a surjektivnost dobijemo tako
da za proizvoljne funkcije u1, ..., u, € R® pokazemo da za funkciju u € E° definiranu s

n
(3) u::Zgo_lououi
=1

vrijedi ®(u) = (ug, ..., up).

Da bismo rijesili zadatak, pokazat ¢emo da je upravo restrikcija operatora ® na B(S; E)
trazeni izomorfizam vektorskih prostora izmedu B(S; E) i B(S; R)&. . .@B(S; R) (n kopija).

Prvo ozna¢imo M := max{|le1||x,...,|len]|z} i uvedimo dodatne norme: ||-|| na E neka
je definirana kao u (2) (pritom je V = E, m = n te v; = ¢;), dok su norme ||-||; na R za
i=1,...,n dane s

lzlls == (™" 0 i) (@) -
Neka je u € B(S; E). Moramo pokazati da je mjopou € B(S;R) za svakii =1,...,n. Pa
neka je s € S proizvoljan i neka je u(s) = aij(s)e; + ...+ an(s)e,. Tada vrijedi
I(mi o p o u)(s)lli = l(¢™ 0o m 0 pou)(s)lle

= llei(s)eill e = |ei(s)]lleill 2
< Mlu(s)|| < MCllu(s)||z < MC|lullg(s;k) -
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pri ¢emu je C konstanta takva da je ||-|| < C||-||g. Dakle, m; o ¢ ou je omedena jer krajnja
desna strana ne ovisi o s. Drugim rije¢ima, ® restringiran na B(S; E) je doista funkcija s
B(S;E) uB(S;R) @ ... ® B(S;R).

Jos valja pokazati da je surjekcija (homomorfizam i injekcija i dalje jest). Neka su, dakle,

U, ..., un € B(S;R) proizvoljne. Pokazimo da je funkcija dana s (3) omedena:
n n
lu(s)lle = ||D (¢~ o uiouw)(s)|| <Dl ow)(uils))le
=1 E i=1

n

n n
Z”Uz i < Zcz‘uz | < ZCZ'HWHB(S;R) )
i=1 =1 =1

pri ¢emu su C; konstante takve da je ||-||; < Cy|-|, za sve i = 1,...,n. Opet, krajnja desna
strana ne ovisi o s pa je u omedena funkcija.

U slucaju da je E kompleksan prostor, svi argumenti i dalje prolaze, tako da je

B(S;E) 2 B(5;C) & ...® B(S;C) (n kopija).

Dokazati da je preslikavanje u — sup,cg u(t) neprekinuto na B(S;R).

Rjesenje. Pokazat ¢emo da za proizvoljne funkcije u,v € B(S;R) vrijedi

(4) [sup u(t) —supv(t)] < suplu(t) —v(t)].
tesS tesS tesS

Naime, pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi

suplu(t) —v(t)| < [supu(t) — supv(t)|.
tesS tesS tesS

Tada postoji € > 0 takav da je

suplu(t) — v(t)] < [supu(t) —supv(t)| — €.

tesS tesS tesS
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je sup;cgv(t) < supsegu(t). Tada za
svaki s € § vrijedi

u(s) — sugv(t) <u(s) —v(s) < Ju(s) —v(s)]
te
< suplu(t) —v(t)| < supu(t) —supv(t) —e.
tesS tesS tesS

Dakle, za svaki s € S vrijedi

U(S) < SupU(t) - &,
tesS

sto je u kontradikeiji s definicijom supremuma. Time je (4) dokazano.
No sada, ako je ¢ > 0, stavimo § := ¢. Ako za u,v € B(S;R) vrijedi [|u — v|[g(gr) < 0,
onda je

supu(t) —supv(t)| < suplu(t) —v(t)] = lu — vk <d=¢.
tesS tesS tesS

Dakle, zadano preslikavanje je neprekidno na B(S;R). O
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4. Ako je X topoloski prostor (na primjer, metricki prostor), a E normiran, prirodno je pro-
ucavati skup C(X;FE), svih neprekidnih funkcija s X u E. Posebno gledamo Cy(X;FE) :=
C(X;E)NB(X; E).

Pokazati da je Cp(X; E) zatvoren potprostor B(X; E), s naslijedenom normom. Drugim rije¢ima,
uniformni limes ogranic¢enih i neprekinutih funkcija je ponovo takva. Ako je E potpun, onda je
to i Cp(X; E); a ako je X kompaktan, onda je C(X; E) = Cp(X; E).

Rjesenje. Ako su A, p dva skalara i u,v € Cp(X; E), potrebno je pokazati da je A\u + pv €
Cp(X; E). U slucaju da je neki od skalara 0, odgovarajuéi pribrojnik se jednostavno makne i
argumentacija se pojednostavnjuje pa pretpostavimo da su oba razlicita od 0.

Neka su xg € X i € > 0 proizvoljni. Tada postoje okoline U i V oko zg takve da vrijedi

el = [u(z) —u@o)|e < 72‘3‘ ,
£

zeV = |v(x) —viz)|p < =—.
o)~ vleo)ls < 5

Tada je W = U NV okolina oko zg takva da x € W povlaci

[(Au + po)(z) = (A + ) (zo)l| 2 = [Mu(z) — ulzo)) + p(v(z) —v(zo))l e
< Mlu(z) = ulzo)lle + |plllv(z) —v(zo)le
<eg.
Dakle, Au + pv je neprekidna pa je Cp(X; E) doista potprostor od B(X; E).

Nadalje, neka je (uy)nen niz u Cy(X; E) koji uniformno konvergira prema funkciji v € B(X; F).
Moramo pokazati da je tada u € Cy(X; E), tj. da je u neprekidna funkcija.
Neka su xg € X i € > 0 proizvoljni. Prvo iz ¢injenice da je u = lim, u, zakljucujemo
€
(Fno eN)(Yn e N) n>ng = |lun — ullgs;p) < 3"
Nadalje, iz ¢injenice da je uy, neprekidna u zg slijedi da postoji okolina U oko x( takva da

€
x €U = ||uny(T) — uny (o)l < 3

Stoga za x € U vrijedi

[u(z) — w(zo)llE < Ju(x) — tng (2) | + [[tng () — Ung (o) | & + [[ung (20) — u(zo) | E
<

Dakle, u je neprekidna pa je u € Cy(X; E), tj. Cp(X; E) je zatvoren potprostor od B(X; E).

Ako je E potpun, onda je prema jednom od prethodnih zadataka B(X;E) potpun. Stoga
proizvoljan Cauchyjev niz iz Cyp(X; F) konvergira u B(X; E). Vidjeli smo da je limes tog niza
neprekidna funkcija pa doti¢ni niz konvergira u Cy(X; E). Dakle, Cy(X; F) je potpun.

Na kraju, pretpostavimo da je X kompaktan. Dokazat ¢emo da je tada C(X; FE) C B(X; E),
sto je ekvivalentno s Cy(X; F) = C(X; E).

Neka je u € C(X; E). Tada oko svakog = € X postoji otvorena okolina U, takva da

yeUs = |uly) —u(@)lp <1.
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Familija {U, | z € X} o¢€ito ¢ini otvoreni pokriva¢ prostora X pa se zbog kompaktnosti moze
reducirati na konacan potpokriva¢. Dakle, postoje xo,...,z, € X takvi da je {Uyg,,...,Us,}
pokriva¢ prostora X. Oznac¢imo s M := max{||u(zo)| g, .- ., ||u(z.)| £}

Za x € X postoji i € {0,...,n} takav da je x € U,,. Tada vrijedi
lu(@)|e < [lu(z) —w@i)|e + [[u(zi) e <14+ M.
Stoga je funkcija u omedena, tj. u € B(X; E). O

5. Ako je X kompaktan metrizabilan prostor, pokazati da je C(X;R) separabilan prostor.

Rjesenje. Rjesenje ovog zadatka napravljeno je prema uputama iz [1, str. 264, zad. 17].

Buduéi da je X kompaktan metrizabilan, slijedi da je separabilan. Neka je d metrika koja
inducira topologiju na X, a D neka je gust prebrojiv podskup. Za svaki a € D i svaki par
racionalnih brojeva 0 < ¢; < g2 iz Urysohnove leme [2, str. 102] slijedi da postoji neprekidna
funkcija f: X — R takva da je

(Vo € Kla,q1]) f(z) =1, (Vo € X\K(a,q2)) f(x) =0.

Time smo dobili prebrojiv skup neprekidnih funkcija A C C(X;R).

Lako se vidi da skup A razdvaja tocke prostora X. Naime, za razlic¢ite z, 2’ € X lako odaberemo
tocke a € D i brojeve q1, g2 tako da je x € Kla,q1] i 2’ € X\K(a,q2). Za pripadnu funkciju f je
onda f(z) =1, a f(z') = 0.

Neka je B najmanja podalgebra od C(X;R) koja sadrzi AU{1}. Prema Stone-Weierstrassovom
teoremu, Cl B = C(X;R).

Ako promotrimo koji elementi ¢ine skup B, uocit ¢emo da je

B:{q(f17)fn) ‘ n€N7q€R[xl7)xn}vflu7fn€AU{1}}

Naime, skup s desne strane evidentno je podskup svake algebre koja sadrzi AU {1}, a i sam je
algebra koja sadrzi AU {1}.

Ograni¢avanjem na polinome s racionalnim koeficijentima dobivamo prebrojiv skup
C={q(f1,-- s fn) | mnEN,qg€Q[x1,...,25], f1,---, fn € AU{1}}.
C' je gust u B pa je gust i u C(X;R). Slijedi da je C(X;R) separabilan. O

6. Ako su X i Y kompaktni Hausdorffovi prostori, pokazati da se neprekinuta funkcija na X xY
moze jednoliko aproksimirati funkcijama oblika Y7 ; f; K g;, gdje su f; neprekinute na X, a g;
neprekinute na Y.

[Tenzorski produkt se definira formulom (f X g)(z,y) := f(x)g(x).]

Rjesenje. Oznacimos A:= {1 fikg | neN,f; € C(X;R),g; € C(Y;R)}. Pokazat ¢emo
da je A podalgebra algebre C(X x Y; R) koja zadovoljava uvjete Stone-Weierstrassovog teorema.

Prvo primijetimo da za f € C(X;R),g € C(Y;R) vrijedi

fRg=(forx)(gomy),

pricemusunyx: X XY — Xiny: X xY — Y projekcije. Stoga je f X g neprekidna funkcija,
kao produkt neprekidnih funkcija. Slijedi A C C(X x Y;R).
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Nadalje, ocito je A zatvoren na zbrajanje funkcija. Zatvorenost na skalarno mnozenje slijedi iz
¢injenice da za A € R, f € C(X;R), g € C(Y;R) vrijedi

AMfRg)=(Af)Rg=fK(A\g),

a pritom je Af € C(X;R) i A\g € C(Y;R). Konacno, zatvorenost na mnozenje slijedi iz takoder
jednostavne ¢injenice da za f, f' € C(X;R), 9,9 € C(Y;R) vrijedi

(fRg)(f'Rg) = (ff) B (99),
a pritom je ff' € C(X;R)igg € C(Y;R). Dakle, A je podalgebra algebre C(X x Y;R).

Ocito se sve konstantne funkcije nalaze u A. Ostaje jos pokazati da A razdvaja tocke. Da bismo
to dobili, pokazimo prvo da su prostori X i Y normalni.

Neka je FF C X zatvoren skup i « € X\F. Zbog toga $to je X Hausdorffov, za svaki y €
F postoje disjunktne otvorene okoline U, oko y i V; oko xz. Skup {U, | y € F} U{X\F}
¢ini otvoreni pokriva¢ prostora X koji se zbog kompaktnosti reducira na konacan potpokrivac¢
{Uy,,...,Uy,, X\F}. Tada je {Uy,,...,U,,} otvoren pokriva¢ skupa F. Stavimo

Tada su U i V disjunktni otvoreni skupovi takvida je FCU ix € V.

Neka su sada F,F C X disjunktni zatvoreni skupovi. Za svaki x € E postoje disjunktne
otvorene okoline U, oko x i V, oko F'. Opet zaklju¢imo da postoje z1,...,x € E za koje je
{Us,,...,Us,, } pokriva¢ skupa E. Tada su skupovi

U:=|JUs,, V=V
i=1 i=1

disjunktni otvoreni skupovi koji razdvajaju £ i F'. Dakle, X je normalan prostor, a analogno i
Y.

Neka su sad (x,y), (2/,y') € X x Y razli¢ite tocke. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pret-
postaviti da je x # 2/. Bududi da su u Hausdorffovom prostoru jednoclani skupovi {z} i {2’}
zatvoreni, iz Urysohnove leme [2, str. 102] slijedi da postoji neprekidna funkcija f € C(X;R)
takva da je f(z) =0, f(2') = 1. Sada za konstantu 1 € C(Y;R) imamo fX 1€ A i

(fRL)(z,y) =0 # (fR1)@"y)=1.

Dakle, A doista razdvaja tocke.

Primjenom Stone-Weierstrassovog teorema aproksimacije zakljucujemo da je podalgebra A gusta
u C(X x Y;R), sto povladi tvrdnju zadatka. O

7.* (Riemannov integral na segmentu)
8.* (Riemannov integral na kvadru u R?)

9. (Riemann-Stieltjesov integral na segmentu) Jedno moguée poopéenje Riemannovog
integrala je Riemann-Stieltjesov integral. Radi jednostavnosti, definiramo ga na omedenom seg-
mentu I = [a,b] u R. Pritom koristimo oznake uvedene u Zadatku 7; posebno, s C, oznac¢ujemo
skup svih funkcija izbora za danu podjelu p.
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Neka su f i g realne funkcije na I. Funkcija f je Riemann-Stieltjes-integrabilna na I s obzirom
na g ako postoji £ € R (vrijednost integrala) takav da vrijedi (s n oznac¢imo broj elemenata u

podjeli p)

(Ve > 0)(30 > 0)(Vp € P)(Vec e Cy)

sup |rg — k1| <8 = |Rp4(p,c) —§| <e,
kel.n

pri ¢emu je Riemann-Stieltjesova suma definirana s

n

Ry4(p, c) = Z (@) (g(zr) — g(zr—1)) -

k=1
Ocigledno jednozna¢no odreden broj ¢ tada oznacujemo s [ (f f(x)dg(z).

Pokazati da vrijede sljedece tvrdnje:

a) Riemann-Stieltjes-integrabilne funkcije s obzirom na ¢ ¢ine vektorski prostor, te je Rie-
mann-Stieltjesov integral linearan funkcional; to¢nije (A1, Ay € R) vrijedi:

b b b
/a (M fi + Aafo) (2)dg(x) = A / fi(@)dg(x) + Ao / fa(w)dg(z) .

Rjesenje. Neka su fi, fo Riemann-Stieltjes-integrabilne funkcije s obzirom na ¢ i neka
su A1, A2 € R razlic¢iti od 0 (ako je jedan ili su oba jednaki 0, argumentacija je analogna i
jednostavnija). Oznac¢imo s F := f; fi(x)dg(x) i Fy = fab fa(x)dg(x).

Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoje d1,d2 > 0 tako da vrijedi

(Vp € P)(Ve € Cp) Sup 2k — zp-1] <01 = Ry g(p,c) — 1| < 2‘)\ K

sup |rp — < = |R , | <
kelpnl k— Th—1] < 02 Ry, 14(p:c) — B2 2‘>\‘

Trivijalno je za pokazati da je
R>\1f1+/\2f2|9(p’ ¢) = >‘1Rf1|9(p’ c)+ )‘QRf2|9(p’ c).
Zato za § := min{dy, d2}, razdiobu p € P s oc¢icom manjom od § te ¢ € C, vrijedi

|Rx firafolg(Pr €) — (M FL + AaFb)| = [M(Ry 4(p,¢) — F1) + ARy 4(p, ¢) — F2)
< ’)‘1’|Rf1|g(p7 C) - Fl’ + |A2HRf2|g(p) C) - F2|
<e.

Time je tvrdnja dokazana. O

b) Ako je f Riemann-Stieltjes-integrabilna i s obzirom na g, i s obzirom na g9, onda je f
Riemann-Stieltjes-integrabilna i s obzirom na A1g; + Aage, te vrijedi:

/abf(x) (A1g1 + Aago)( —/\1/f )dgi(z +)\2/f r)ga(z

Rjesenje. Dokaz je potpuno analogan kao u prethodnom podzadatku. Klju¢no je uoditi
da vrijedi

Rf|>\191+)\292 (P, C) = )‘1Rf|g1 (P, C) + )‘QRflgz (pv C) .

11
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c) Ako jet € (a,b), te donji integrali postoje, onda vrijedi aditivnost po podruéju integracije

/abf(x)dg(a:) = /:f(ar)dg(x) - /tbf(x)dg(;c)_

Zapravo, iz postojanja integrala s lijeva slijedi i postojanje oba integrala zdesna. Pokazati
primjerom da integral s lijeva ne mora postojati ako postoje oba integrala zdesna.

Rjesenje. Pretpostavimo da postoje integrali F' := ff f(x)dg(x) i Fy == [} f(z)dg(z).
Neka je € > 0. Tada postoje §,01 > 0 takvi da za sve razdiobe p segmenta [a,b] ocice
manje od ¢, razdiobe p; segmenta [a,t] ocice manje od ¢; i funkcije izbora ¢ € C, te
c1 € Cp, vrijedi

€ €
|Rf\g(p7c)_F‘ <§7 |Rf\g(P1,Cl)—F1‘ <§
Stavimo o := min{J, 41 } i uzmimo proizvoljnu razdiobu py segmenta [t,b] o¢ice manje od
d2. Nadalje, uzmimo n € N takav da je 1/n < J2 i neka je p; ekvidistantna razdioba

segmenta [a,t] s n podsegmenata. Kombiniranjem p; i p2 dobivamo razdiobu p Citavog
segmenta [a, b] o¢ice manje od Js.

Odaberimo proizvoljne funkcije izbora ¢y € Cp, i c2 € Cp,. Tada je c:=c1 Ucy € C,.
Evidentno je da vrijedi
Ryjg(p,c) = Ryjg(p1; c1) + Ryjg(p2; ca) -
Stoga mozemo zakljuciti
[Rpig(p2,c2) = F + Fi| = |Ryig(p, ¢) = Ryjg(p1s c1) — F + Fi
< |Rf\g(pa c) — F|+ |Rf|g(Pl,C1) — |
€

<§+f—5
2 2

Postoji, dakle, ftbf(a:)dg(x) i jednak je fff(m)dg(a:) — [F f(x)dg(z).
Pokazimo da integral slijeva ne mora postojati ako postoje oba integrala zdesna. Funkcije
f i g moZemo na segmentu [—1, 1] definirati na sljedeéi nacin:

| =1/z, xe[-1,0), 1, z € [-1,0],
f(z):= {1’ re (01, g(x) = {l/x, v (0.1]

Lako se vidi da je fEl f(z)dg(z) = 0 i fol f(z)dg(z) = 0. Medutim, promotrimo niz
razdioba (pp)nen Citavog segmenta [—1,1] dan s

( n—1 2 112 n—1 )
oni=|—-1,— o D22 1.
n n n n n

n

Ako n tezi u beskonacnost, ocCica razdiobe p, tezi u nulu. Pogledajmo sto se dogodi
s pripadnom Riemann-Stieltjesovom ako odaberemo pogodne funkcije izbora c, € C,,.
Neka ¢, podsegmentu razdiobe pridruzi njegov lijevi rub. Tada vrijedi

Ryjg(pnscn) = f(=1/n)(g(1/n) — g(=1/n)) + g(1) — g(1/n)
=nn—1)+1-n=(n-1)2.
Stoga za svaki & > 0 postoji po volji velika suma za razdiobu s o¢icom manjom od 9.
Integral onda ocito ne postoji.

[TODO: Pokazati da iz postojanja integrala slijeva slijedi postojanje oba integrala zdesna. |
O
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d)

(parcijalna integracija) Ako postoji jedan od integrala nize, onda postoji i drugi, te
vrijedi:

b b
/a f(x)dg(ﬂf)Jr/a g(x)df (x) = f(b)g(b) — f(a)g(a) .

Rjesenje. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da postoji F := f(f f(z)dg(x). Neka
je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaku razdiobu s oficom manjom od § i svaku
pripadnu funkciju izbora vrijedi uvjet iz definicije integrala F'.

Neka je ¢’ := 6/2, p € P proizvoljna razdioba o¢ice manje od ¢’ i ¢ € C, proizvoljna
pripadna funkcija izbora. Tada vrijedi

Ryip(p,c) = g(@r) (f(zx) = f(xr-1))

I
M3
||M:

9(Zr) f(zr-1)
k:l
n—1 n—1
=D 9@k)f(zr) + 9(@n) f(b) — 9(Z1)f(a) = D> 9(Zk+1)f (zk)
k=1 k=1
n—1
— (f@lg(@1) ~ 9(@) + X @) glan) - 9@) + 1E)o(b) - 9(3.)))
k=1
— f(a)g(a) + f(b)g(b)
=— Ryy(p', ) = fla)g(a) + f(b)g(b),
pri ¢emu je razdioba p' = (a,Z1,...,%ns,b), a ¢ pripadna funkcija izbora za koju vrijedi

d(la, 1)) = a, ([T, b)) = b1 [Tk, Try1]) =z 2a 1 < k < n.

Primijetimo da je &1 —a <21 —a<0,b— T, <b—xp_ 1 <dtedazasvakik, 1 <k<n
vrijedi

Tpa1 — T < Tpg1 — Tpm1 = (Tpg1 — ) + (T —2p1) <0 +0 =9

Stoga je p’ razdioba s oficom manjom od ¢ pa ako stavimo G := f(b)g(b) — f(a)g(a) — F,
vrijedi

| Rgip(p,¢) = Gl = |=Ryi4(p', ) = fla)g(a) + F(b)g(b) — F(b)g(b) + f(a)g(a) + F]|
=Ry (0, ¢) - F| <e.

Postoji, dakle, 2 g(x)df () i jednak je £(b)g(b) — f(a)g(a) — J* f(x)dg(a). =

Ako je f Riemann-integrabilna, a g neprekinuto diferencijabilna na I, onda je f i Riemann-
Stieltjes-integrabilna s obzirom na g, te vrijedi:

[ s@igte) = [ 1wy

[Naputak: Primijeniti Lagrangeevu formulu i iskoristiti jednoliku neprekinutost ¢'.]

Rjesenje. S obzirom da je ¢’ neprekinuta, funkcija f¢’ je Riemann-integrabilna pa postoji

F = fff(m)g’(x)dx

13
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Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji 61 > 0 tako da za svaku razdiobu p ocice manje
od 01 i funkciju izbora ¢ € C, vrijedi

g
Ryg(p,c) = FI < 5.

Buduéi da je f Riemann-integrabilna, ona je i omedena, tj. postoji M > 0 takav da je
|f(x)] < M za x € I. Funkcija ¢’ je neprekinuta na kompaktu pa je jednoliko neprekinuta.
Stoga postoji §2 > 0 tako da

€
[z —yl <de = |g(z) —g(y)| < Mb—a)
Uzmimo sada ¢ := min{d1, 02} i neka su razdioba p = (xq,...,z,) ofice manje od ¢ i

funkcija izbora ¢ € C, proizvoljne. Kako je g neprekidno diferencijabilna, za svaki segment
[*k—1, k] iz razdiobe p prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji zj €
(Th—1, 7)) takav da je g(zg) — g(zr-1) = ¢'(Tk)(xk — T—1). Vrijedi

[Ryi4(p,c) — F| = ];f(fk)(g(:vk)—g(wkfl))—F
i: )@k — zp—1) — Rpgr(p,¢) + Ryg(p,c) — F
Xi: g (@) — 9" @)@k — 2p-1) + [Ryg (p,c) = F|
JW(“;_Q)@_W;:&.

Slijedi da je f Riemann-Stieltjes-integrabilna s obzirom na ¢ i da vrijedi
[ s@pigte) = [ stz

10.*

11. (Dinijeve derivacije) Derivaciju funkcije f realne varijable definiramo kao limes:

Df(x) := f'(x) :== lim fath) = f) .

h—0 h

Takva derivacija ne mora biti definirana za svaku funkciju u svakoj tocki. Medutim, sljedeca
Cetiri limesa (Dinijeve derivacije) uvijek postoje u R:

flz+h) - f(x)

D* f(x) := limsup

h—0% h
flz+h) - f(z)
Dy f(x): —hrgénf A .

Ukoliko je DT f(x) = D4 f(z), onda kaZemo da f ima derivaciju zdesna u tocki z, koju oznacu-
jemo s f’ (z); slitno i za D~ f(x) = D_ f(z), za derivaciju slijeva.

Pokazati da funkcija f ima derivaciju u tocki = ako i samo ako je f! (z) = f ().

14
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RjesSenje. Pretpostavimo prvo da funkcija f: S — R, pri ¢emu je S C R, ima derivaciju u tocki
x € S§. Ako bi postojao & > 0 takav da vrijedi

wp £EEH) @)

he(0,0) h
Tz+heS

< f'(z),

postojao bi € > 0 takav da

f(x“'hf)b_f(l‘) < flx) —e.

he(0,8),z+hesS =

S druge strane, za doticni € postoji 6’ > 0 tako da vrijedi

he(0,8),z+hes =

sto vodi u kontradikciju. Prema tome, za svaki § > 0 je

flz+h) - f(z)

f'(z) < sup

he(0,5) h ’
r+heS
a onda je i
£(z) < inf sup Hath) = 1@ g f@E TR = f@) Dt f().
5>0 pe(0,6) h h—0+ h
z+hesS

Nadalje, pretpostavimo da je f'(z) < DT f(x). Tada postoji € > 0 takav da za sve § > 0 vrijedi

f'(z) +e< sup fla+h) —f(a:).

he(0,8) h
z+heS

Postoji, dakle, h € (0,0) takav da jex +h € S'i

RRY (CRIED (G}

sto je kontradikcija s ¢injenicom da je

o) — tn LTI = @)

h—0 h

Time smo dokazali da je D f(x) = f’(x). Analogno se pokaze i da je D™ f(z) = D, f(x) =
D_f(z) = f(2) pa vrijedi f1(z) = f/.(2).

Obrnuto, pretpostavimo da je fi(z) = f'(z) = o € R. Neka je ¢ > 0. Tada postoje
0t 67,04,6_ > 0 takvi da vrijedi
h)— h)—
LR —f@ p f@EN =@
he(—3-,0) h he(0,85+) h
z+heS z+heS
inf f(a:+h)—f(9:)>a_€7 inf f($+h)_f(x)>a—5.
he(—5_,0) h he(0,64) h
z+hesS z+hesS
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Stoga za 0 := min{d*,57, 0, 0_} vrijedi

flz+h) - f(z)

he(=0,)\{0},z+heS = Y —a| <e,
tj. postoji f/(x) i jednaka je a.
[TODO: Sto ako je f(z) = f(x) = £oo? Moze li uopée nastati takva situacija?] O

12. (Poluneprekinute funkcije)

2)

Ako su fo, € C7(X), za o € A, onda je i f := sup,cy fo € C7(X). Analogna tvrdnja
vrijedi i za infimum odozgo poluneprekinutih funkcija.

Rjesenje. Da bismo dokazali tvrdnju, dovoljno je dokazati da za svaki a € R vrijedi

fH(<a7OOD = U f;(<a7 OO])

a€A

Naime, tada je f“ ((a,o0]) unija otvorenih skupova pa je i sam otvoren.

Neka je a € R proizvoljan. Tada je x € f({(a,00]) ekvivalentno s a < f(z). Uo¢imo da
je f(z) = supyea fo(z). Stoga je a < f(x) ekvivalentno s time da postoji o € A takav
da je a < fu(x). No, ovo zadnje je ekvivalentno s time da postoji a € A takav da je

z € f5 ((a,00]), tj. daje x € Upea f& ((a,00]). M

Svaka neprekidna funkcija je i odozdo i odozgo poluneprekinuta; po tvrdnji (a) je tada
i supremum neprekinutih funkcija odozdo poluneprekinuta funkcija. Moze se pokazati
protuprimjerom da taj supremum ne mora biti i neprekinuta funkcija.

Rjesenje. Za svaki a € RT definiramo funkciju fo: R — R s fo(7) := ax. Odito su
funkcije f, neprekinute. Medutim, za f := sup,cg+ fo vrijedi

f(x)z{o’ .

oo, x>0.

Naime, ako je x < 0, onda za svaki o € R vrijedi ax < 0 te za svaki y < 0 postoji o € R
takav da je y < aw. Ako su pak x,y > 0, onda postoji a € RT za koji je ax > v.

Ocito f nije neprekinuta. Primjerice, f<([—o0,1)) = (—00,0], Sto nije otvoren skup u
R. O

Karakteristicna funkcija skupa je odozdo (odozgo) poluneprekinuta ako i samo ako je taj
skup otvoren (zatvoren).

Rjesenje. Pretpostavimo da je ya: X — R, karakteristicna funkcija skupa 4 C X,
odozdo poluneprekinuta. Tada je A = x% ((1/2, 00]) otvoren skup. Ukoliko je x4 odozgo
poluneprekinuta, skup X\ A = x4 ([—o0,1/2)) je otvoren pa je A zatvoren.

Obrnuto, neka je A otvoren i a € R. Tada vrijedi

g, a=>1,
X1 ({a,00]) = ¢ A, a€0,1),
X, a<0.
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Dakle, x4 ({(a, o0]) je u svakom slucaju otvoren skup pa je xa odozdo poluneprekinuta.

Ako je pak A zatvoren, tj. X\ A otvoren te a € R, vrijedi

X, a>1,
XZ([_OQCL)) = X\A, a € <07 1]7
z, a<0.

Dakle, x% ([—00,a)) je u svakom slucaju otvoren skup pa je xa odozgo poluneprekinuta.
O

Ako je X metrizabilan prostor, a I := [a,b] segment u R (ukljuéivo i éitav skup R),
onda je svaka odozdo poluneprekinuta funkcija f € C~(X;I) supremum rastuéeg niza
neprekinutih funkcija s X u I.
Rjesenje. O
Neka je I ograni¢en segment. Za funkciju x € C*(I) definirajmo

T(2) ::/\/1+9b2dt.

I

Tada je J € C~(CY(I);R). Pritom je norma na C'(I) definirana s

Il = supla(®)] + supl (1)

Rjesenje. Dokazat ¢emo i vige: J: C1(I) — R je neprekinuta funkcija.

Neka je I = [a,b] za a,b € R,a < b. Neka su zg € C}(I) i € > 0 proizvoljni. Stavimo
§:=¢/(b—a). Tada za x € C(I) takav da je ||z — xo|| < & vrijedi

1J(z) — J(z0)| = ‘/l(ﬂ +i2— /1 +:’n02)dt‘ < /IW1 + @2 —+/1 +i:o2]dt

= [y1+42(c) — 1+ a02(0)|(b— )

_ |#(e) — @o(e)[|E(c) + o(c)| (b a)
V14 32(c) + /14 202(c) ’

za neki ¢ € [a,b] (prema teoremu srednje vrijednosti za Riemannov integral). Sada isko-
ristimo sljede¢u nejednakost:

ld(c) + do(e)| < |#(e)] + [do(e)] < /1 +32(c) + /1 + do2(c).
Zakljucujemo da je
() = T (wo)| < [i(e) — o(e)|(b — @) < supl(t) — #0(1) (b~ a)

< |lz —xol|(b—a) < d(b—a)=c¢.

Prema tome, J je neprekinuta funkcija, a onda i odozdo poluneprekinuta. ]
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f)

Ako je F: P(X) — R, onda je funkcija

f(z) == sup F(U)

Uel,
odozdo poluneprekinuta, pri ¢emu je s U, oznacena familija (filtar) svih okolina tocke z.
Analogna tvrdnja vrijedi i za infimume i odozgo poluneprekinute funkcije.

[Naputak: Treba pokazati da je za svaki & € R skup f“ (£, 00| otvoren. Uzmimo xy €
F(&, 0], to jest & < f(xp). Po definiciji f vrijedi (3U € U,,) & < F(U), odakle slijedi
My eIntU) f(y) = F(U) > &, pajeIntU C f= (&, 00|, ¢ime je tvrdnja pokazana.|

Rjesenje. Rjesenje je zapravo u potpunosti dano u naputku. O

Ako je X metrizabilan prostor (dovoljno je da zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti), onda
je f: X — R odozdo poluneprekinuta ako i samo ako za svaku tocku x € X i svaki niz
T, — x vrijedi:

flx) < lir%linff(xn).

Analogna tvrdnja vrijedi i za odozgo poluneprekinute funkcije, te limes superior. U op-
¢enitim topoloskim prostorima takva karakterizacija vrijedi ako nizove zamijenimo hiper-
nizovima. Ukoliko u takvim prostorima koristimo samo nizove, onda je na gornji nacin
definirana nizovna poluneprekinutost odozdo.

Rjesenje. Dokazimo tvrdnju u najvecoj opéenitosti — iskazanu pomocu hipernizova.
Pretpostavimo prvo da postoji tocka x € X i hiperniz x) — x takvi da je

liminf f(z)) = sup Al?i f(@y) < fz).

Tada postoji € € R takav da za svaki py € A vrijedi
(5) inf f(zy) <& < f(z).
A=

Evidentno je z € f (£, c0]. Pokazat ¢emo da je x na rubu tog skupa, pa onda on ne moze
biti otvoren.

Neka je U € U, okolina tocke x. Zbog konvergencije hiperniza (z)), postoji uo € A takav
da za A = po vrijedi z) € U. Medutim, iz (5) slijedi da postoji A\g € A za koji je Ao = po
te stoga xy, € U, i f(zy,) < £ te stoga xy, ¢ (£, 00]. Dakle, svaka okolina tocke
sije¢e komplement skupa f< (£, oo] pa on nije otvoren. No onda funkcija f nije odozdo
poluneprekinuta.

Obratno, pretpostavimo da f nije odozdo poluneprekinuta. Tada postoji £ € R takav
da f“ (&, 0] nije otvoren skup. No onda postoji z € X na rubu skupa f (£, o0]. Sada
na prirodan nacin shvatimo U, sustav okolina tocke x, kao usmjeren skup i pridruzimo
svakoj okolini U tocku zy ¢ f (£, 00]. Na taj nac¢in smo definirali hiperniz (xy)yey, koji
konvergira prema x. Jasno je da vrijedi

limUinff(a:U) <E< f(o).
O

Odozdo (odozgo) poluneprekinuta funkcija na kompaktu poprima svoj minimum (maksi-
mum).
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Rjesenje. Pretpostavimo da je X kompaktan topologki prostor te f: X — R odozdo
poluneprekinuta funkcija. Pretpostavimo suprotno, da f ne poprima svoj minimum. Tada
za svaki x € X postoji y € X takav da je f(y) < f(x), tj. x € f~(f(y), o0]. Stoga skup

{f~(f(x),00] | x € X}

¢ini otvoreni pokriva¢ prostora X koji se zbog kompaktnosti reducira na konac¢an potpo-
krivac

{f=(flaa), 00, -, F7{f (@n), 0]} -

Neka je m € {1,...,n} takav da je f(zy,) = min{f(x1),..., f(zn)}. Za proizvoljan z € X
postoji i € {1,...,n} za koji je z € fT(f(zi),00] pa vrijedi f(xnm) < f(z;) < f(x),
tj. x € f(f(zm),0]. Stoga vidimo da je X = f(f(zm), 00].

No to je kontradikcija jer vrijedi @, € f (f(2m), 0], tj. f(xm) < f(xm). Dakle, pretpo-
stavka da f ne poprima minimum je bila kriva. O

13. Pokazati da je (odozdo polu)neprekinuta funkcija f: R — R nerastuéa ako i samo ako je
Dif<0.

[Naputak: Dyf < 0 je o¢ito nuzan uvjet. Obratno, uo¢imo da monotonost slijedi ako za
proizvoljne = < y pokazemo

(*) (V6 > 0) min fly,y + 0] < f(x).

Za dokaz (%) najprije konstruirati funkciju g: (x — d,y + ) — R sa svojstvima

a) g€ CHx —6,y+3),9 > 0,9(t) =0 ako i samo ako je t = y,
b) ¢'(x—0d,y) <0ig'ly,y+6) >0,i
¢) lim; s+ g(t) =ocoilim, s g(t) = o0.

Potom minimizirati f + g na (x — d,y + J); zbog (odozdo polu)neprekinutosti i (c), minimum se
poprima u barem jednoj tocki z € (z — 4,y + ¢). Nuzan uvjet za minimum je: Dy (f + g)(z) =
Dy f(z) 4+ ¢'(2) = 0 sto daje ¢'(z) > 0, odnosno z € [y,y + ) po (b).

Sada lako slijedi da je min f[y,y + 0] < f(x) + g(x). Ponavljanjem argumenta za g namjesto g,
na limesu € — 0 slijedi (x).]

Rjesenje. O

14.*
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