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1. S Mp(X) (Mp(X,9M) ako je potrebno da se izbjegne dvoznacnost) ozna¢imo skup svih realnih
(ili kompleksnih; ponovno, mozemo koristiti oznake My(X;R) i My(X;C) da bi se izbjegla
mogucéa zabuna) mjera na izmjerivom prostoru (X,91). Indeks b piSemo kako bismo naglasili
da se radi o kona¢nim mjerama. S |u| oznacujemo totalnu varijaciju mjere pu.

a)

Pokazati da je s operacijama zbrajanja i mnozenja skalarom po tockama

(1 + M) (4) = g (A) + Mia(A)
skup My(X) vektorski prostor.

Rjesenje. Pokazat ¢emo da je My(X) potprostor prostora R™ (odnosno, C™). Neka su
w1, 2 € My(X) i neka je A skalar. Tada je

(11 + M) = 1@ + Ao = 0.

Nadalje, neka je (Ej,)nen niz disjunktnih skupova iz 9.

(M1+>\M2)<U En) zul(U En> +/\M2<U En)

neN neN neN

=Y (En) + A pa(En) = D (11 + Maz)(En) -

neN neN neN

Naime, svi redovi u prethodnom rac¢unu su apsolutno konvergentni jer im suma ne ovisi o
redoslijedu sumacije. (Riemannov teorem o rearanziranju redova s druge strane kaze da
uvjetno konvergentan red mozemo rearanzirati tako da suma bude bilo sto.) O

Pokazati da je [|p|| v, (x) = I|ptl] == |p|(X) norma na M, (X), te da je uz tu normu prostor
M;(X) potpun (dakle, Banachov prostor).
Rjesenje. Ocito je ||p|| = 0 zbog nenegativnosti |u|.

Pretpostavimo da je ||u|| = 0. Tada je |p[(X) = 0. Iskoristimo karakterizaciju totalne
varijacije u realnom, tj. definiciju u kompleksnom slucaju:

) =sup{ Ylus] [ ne N AvArem & | A=X
k=1

kel.n

Specijalno, za proizvoljan E € 9t vrijedi

\WE| + |p(cE)| < |u|(X) =0,
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pa je uE = 0. Dakle, u = 0.

Iz (1) lako slijede i ostala svojstva norme:
[Apll = Al (X) = [Al]ul(X) I+ vl = [+ v[(X)
= [Alllull, < |l (X) + wI(X) = llpll + ]l

Da bismo dokazali potpunost, pokazat ¢emo da svaki apsolutno konvergentan red u My (X)
konvergira u M;(X). Neka je >, pn apsolutno konvergentan red. Tada konvergira

D Nl =D lunl(X) .

Zabiljezimo da za svaki € > 0 postoji k. € N tako da vrijedi

(2) Fxh =Y |wl(X) <e.
n=k+1

Iz (1) slijedi da za svaki E € 9 vrijedi

[ E| < |pmE| + [pn(cE)| < |pm|(X)
pa zaklju¢ujemo da konvergira red Y, |unE|, tj. red >, punE konvergira apsolutno. Iz
potpunosti R (odn. C) zaklju¢ujemo da },, pn F konvergira.

Definiramo p: M — R (odn. C) s uE =Y, cn pinE. Odmah se vidi da je pl) = 0. Nadalje,
ako je (F;)ien niz disjunktnih skupova iz 91, vrijedi

M(U Ez) = Z%(U Ez) =) wn(E) =)0 pn(E) =D pE;.

€N neN €N neNieN 1ieNneN ieN

Prema tome, u je mjera s predznakom.

Oznadimo oy, := p1 + ... + pg. Zelimo ocijeniti ||y, — || kako bismo dokazali uniformnu
konvergenciju. Opet ¢emo se posluziti karakterizacijom (1). Naime, uzmimo proizvoljne
disjunktne Ay,..., A; € M ¢ija je unija X. Vrijedi

J J ) Jj
Slos—mA) =Y S A <D A
i=1 i=1'n=k+1 i=1 n=k+1
00 J 0o
= > DAl < Y (X))
n=k+1i=1 n=k+1
Stoga je
o0
llok = pll = low — pl(X) < D |unl(X).
n=k+1
Iz (2) slijedi: ako je € > 0, za k > k. vrijedi
low —nul <e.
Dakle, red ), pr, konvergira k p. Time je dokazana potpunost prostora Mp(X). O

Ako ||pn, — p]| — 0, onda (VA € M) pup A — pA. (Jako konvergentan niz mjera je i slabo
konvergentan u gornjem smislu.)
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Rjesenje. Pretpostavimo ||, — p|| — 0. Tada za svaki € > 0 postoji k. € N tako da
nzke = |pn—pl<e.
No, tada za A € M i n > k. vrijedi
A = Al = [(pn = 1) (A)] < [ = ) (A)] + (0 — p)(cA)|
< o = pl(X) = [lpn — pll <e.
Pritom smo predzadnju nejednakost dobili iz (1) (s |p, — p| umjesto |u|). O

2. (Borelove mjere na R) Polazimo od poluotvorenih intervala oblika [a,b), koji dogovorno
ukljucuju i (—oo, b) i ). Skup svih takvih oznacimo s &, a skup svih konaé¢nih disjunktnih unija
elemenata iz £ s A. £ je poluprsten, a A algebra, dok je (A) = Br. Mjera je Borelova ako je
svaki Borelov skup (tj. skup iz Bg = o(7)) izmjeriv.

Neka je F': R — R neopadajuca funkcija, koja tada ima limese i slijeva i zdesna u svakoj tocki:

F(a™) = lim F(z) = sup F'(z),

z,/a r<a
+ s s
F(a )_i%F(x)_%ggF(x)

Posebno, postoje grani¢ne vrijednosti F' u £oo (koje mogu biti i beskonacne). Funkcija F' je
neprekinuta slijeva (zdesna) ako je F(x) = F(z%), za z € R.

U daljnjem koristimo intervale oblika [a,b) i slijeva neprekinutu funkciju F', premda bismo
analognu konstrukciju mogli naciniti i za intervale oblika (a, b], uz koristenje zdesna neprekinutih
funkcija.

a) Ako je F: R — R neopadajuéa i neprekinuta slijeva, onda je funkcija v: A — [0, 00

definirana formulom
n

7( U [ax. bk>) = 3 (F(by) — Flar))

kel.n k=1

predmjera na algebri A (posebno, 70 = v[a, a) = 0).

Rjesenje. Pokazimo da je v dobro definirana. Prvo razjasnimo sitan detalj: ako je ax =
—00, onda se u sumi zdesna zapravo gleda F (a,j). Jasno je, bududéi da se radi o infimumu
skupa F(R), da nikako ne moze biti F(aj) = co. Sasvim analogno, ako je by = 0o, ne
moze biti F(b,) = —oo. Prema tome, suma na desnoj strani definicije funkcije v uvijek
ima smisla.

Nadalje, primijetimo da se elementi razli¢iti od () iz A mogu na jedinstven nacin prikazati
u obliku

(3) U [ak, bk) , pri Cemu by < agy1 za 1l <k <mn.
kel.n

Naime, proizvoljan neprazan element iz A bez smanjenja opcenitosti mozemo prikazati
u obliku (3) pri ¢emu by < api1 za 1 < k < n. Zatim sve slucajeve ,dodirivanja”,
[ak, bk) U [ag41,br41) pri cemu ag = bgy1, sazmemo u vedi interval [ag, bxy1), ponavljajuéi
postupak iterativno dok ne eliminiramo sva ,dodirivanja”. Lako se vidi da je dobiveni
prikaz jedinstven.

Evidentno se u definiciji funkcije v opisani postupak sazimanja dobro odrazava na sumu
s desne strane: F(by) — F(ag+1) = 0 ako je by = agt1. Iz jedinstvenosti prikaza (3)
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slijedi da je v dobro definirana. Na kraju, iz ¢injenice da je F' neopadajuéa slijedi da je ~y
nenegativna.

Pokazimo sad da je v predmjera. Veé¢ imamo () = 0; ostaje pokazati o-aditivnost. Primi-
jetimo da konacCna aditivnost proizlazi direktno iz definicije: neka su Ap,..., A, € A
disjunktni i bez smanjenja opcéenitosti neprazni; tada svaki A; ima prikaz oblika (3):
Ai = Uger.n,; 10y, b)) Slijedi

(U a)=3( U U i) =3 3700~ Py = 3ot

Iz konacne aditivnosti i nenegativnosti jednostavno slijedi i monotonost funkcije ~.

Neka je (A;)ien niz disjunktnih elemenata iz A takvih da je A := J;en4i € A i pret-
postavimo da je beskona¢no mnogo ¢lanova niza neprazno. Zapravo, tada bez smanjenja
opcéenitosti mozemo pretpostaviti da su svi neprazni. Bududéi da svaki A; ima prikaz oblika
(3), uz pomo¢ konacne aditivnosti v mozemo se bez smanjenja opcéenitosti ograniciti na
slucaj kad su A; upravo intervali [a;, b;). Nadalje, i sam A ima prikaz oblika (3). Stoga
se niz (A;);en raspada na kona¢no mnogo podnizova ¢ija je unija jedan interval. Opet
pomocdu konacéne aditivnosti mozemo gledati svaki podniz zasebno i tako se ograniciti na

slucaj kad je A = [a,b).
Zbog konacne aditivnosti i monotonosti funkcije ~y vrijedi

n

>4 =2 U 4) <.

=1 i€l.n

Stoga niz parcijalnih suma konvergira, tj. postoji >_;cn7(4;) (mozda jednak oo) te vrijedi

> (4 < y(4).

€N
U dokazu obrnute nejednakosti razmotrimo prvo slucaj kad su a i b konac¢ni. O¢ito su tada
isvia; ib; konacni.

Neka je € > 0. Zbog neprekinutosti F' slijeva, postoji § > 0 takav da je
Fb)—Fb-9)<e,
te za svaki ¢ € N postoji d; > 0 takav da je
F(a;) — F(a; —8;) <e-27".

Ocito intervali (a; — 9;,b;) Cine otvoren pokriva¢ kompakta [a,b — J]. Stoga postoje
i1, ..., im € N takvi da intervali (a;; — ;;, b;,) pokrivaju [a,b— d]. Dodatno, mozemo pret-
postaviti da nijedan interval iz konac¢nog potpokrivaca nije u cijelosti sadrzan u drugom
intervalu, te da su intervali numerirani tako da je b;, € (a;,,, — i, 1, bi; ;) za 1 < j < m.
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Vrijedi sljedece:
"la,b) = F(b) — F(a)

<F(b-96)—F(a)+e¢
<F(bim)—F(ai1 —(57;1)+6

m—1

=F(b;,)— Fla;, —6,,)+ ' (Fai;,, —0i,,,) — Flai; — 0i;)) + ¢
e

< F(b;,,) — Fl(ai,, —0i,,) + (F'(bi;) — F(ai; —6;;)) +¢
j=1

< zm:(F(blj) — F(ai;)4+e-27%) +¢

LA
<Y y(Ay) + 2.

Sh
Zbog proizvoljnosti € je y[a,b) < 3 ey (Ai)-
Razmotrimo sada slucaj kad je a = —oo. Primijetimo da su zbog disjunktnosti intervala
A; = [a;, b;) moguca dva slucaja: ili su svi a; konacni ili postoji to¢no jedan j € N takav
da je a; = —oo. U prvom slucaju umjesto [a,b) promotrimo interval [M,b), pri ¢emu je
M e R, M <b. Tada intervali (a; — d;,b;) ¢ine otvoren pokriva¢ kompakta [M,b — §] pa

kao i ranije zaklju¢imo
F(b) = F(M) <) v(4).
1€EN
Prelaskom na limes po M — —oo slijedi tvrdnja.

U drugom slucaju neka je M € R takav da je M < b;. Tada je
[M,b) = [M,b]> U U A; .
i#]
Iz dokazanog slijedi
F(b) = F(M) < F(bj) — F(M) + Y ~(4;)
i#]
pa tvrdnju opet dobijemo prelaskom na limes po M — —oc.
Sliéno postupimo u slucaju kad je b = oo. O

Za funkciju F' sa svojstvima kao u (a) postoji jedinstvena mjera ur na Bgr takva da je
prla,b) = F(b) — F(a).

Rjesenje. Predmjeru v iz (a) mozemo prosiriti do mjere pup na Br = o(A) prema Hop-
fovom teoremu o prosirenju ([1, str. 54]). Nadalje, o¢ito je svaka mjera pup za koju je
urla,b) = F(b) — F(a) prosirenje predmjere . Jedinstvenost tada takoder slijedi iz Hop-
fovog teorema zbog ¢injenice da je v o-konacna:

R=J[nn+1) i An,n+1)=F(n+1)—F(n)<oc.
neL
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c)

Ako su F' i G funkcije kao u (a), onda je pup = ug ako i samo ako je F' — G konstanta.

RjesSenje. Pretpostavimo da je urp = pug i neka su a,b € R takvi da je a < b. Tada vrijedi
F(b) — F(a) = prla, b) = pgla, b) = G(b) — G(a) .
Zaklju¢ujemo da je F'(b) — G(b) = F(a) — G(a) pa je F' — G konstanta.

Obratno, ako je F'— G konstanta, onda za a,b € R, a < b vrijedi F'(b) —G(b) = F(a)—G(a)
pa imamo

uala,b) = G(b) — Gla) = F(b) — F(a).
Tada zbog jedinstvenosti mjere pup (podzadatak (b)) slijedi urp = pg. O

Ako je i mjera definirana na Bg, te konaéna na kompaktima, onda je
wl0,z),  za x>0,
F(x):=<¢0, za x =0,
—ulz,0), zax <O,

neopadajuca i slijeva neprekinuta funkcija, te je p = ur.

Rjesenje. Zbog konacnosti na kompaktima i monotonosti p za x > 0 imamo
F(z) = p[0,z) < pl0,z] < co.

Analogno za x < 0 vrijedi F(x) > —oo. Stoga je F' doista funkcija s R — R.

Ako su z,y € R takvi da je x < y, imamo tri slucaja. Ako je x > 0, onda je

F(z) = pl0,z) < pl0,y) = F(y).

Analogno u slucaju da je y < 0. Ako je pak z < 01y > 0, onda je ocito F(x) < 0 i
F(y) > 0 (zbog nenegativnosti 1) pa opet imamo F'(z) < F(y). Dakle, F' je neopadajuca.

Da bismo pokazali neprekinutost slijeva, prvo primijetimo da za x < y vrijedi

(4) ple,y) = Fly) — F(x).

Naime, opet mozemo promatrati tri slucaja. Ako je z > 0, onda je zbog konac¢ne aditivnosti

plz,y) = pl0,y) — pl0,z) = F(y) — F(x).

Analogno u slucaju y < 0. Ako je z <01y > 0, onda imamo
plz,y) = plz,0) + pl0,y) = F(y) — F(z).

Neprekinutost slijeva sada pokazujemo na sljedeé¢i nac¢in. Neka su z € Rie > 0. Proma-
tramo niz skupova [z — %, x) zan € N. To je padajuéi niz i zbog konac¢nosti na kompaktima
1 je konacna na svim njegovim c¢lanovima. Zbog neprekinutosti na padajuce nizove vrijedi

lirrlnu[a:rlb,@:u(ﬂ[x}b,@) =uh=0.

neN
Prema tome, postoji n € N takav da je p[z — %,x> < e. Stavimo § := % Tada za
y € (z — 9, ) vrijedi
F(z) = F(y) = ply, z) < plr —6,2) <e.
Dakle, F' je neprekinuta slijeva.
Iz (4) i (b) sada slijedi p = pp. O]
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3.*

4. Uz oznake uvedene u Zadadéi 1.7, ozna¢imo s R* f infimum svih gornjih Darbouxovih suma
za f, a s R.f supremum svih donjih.

Pokazati sljedec¢e tvrdnje:

a)

Dirichletova funkcija xgno,1) nije Riemann-integrabilna.

Rjesenje. Uvedimo kracu oznaku f := xgnjo,1- Neka je p = (zo,...,Ty) proizvoljna
razdioba segmenta [0, 1]. Tada za sve k, 0 < k < n vrijedi
inf f)=0,  sw fl@)=1,
$6[$k7$k+1] LEE[:Dk,CC;H_l]

s obzirom da u svakom segmentu [z, zx1] ima racionalnih i iracionalnih brojeva. Zaklju-
éujemo

de(p) =0,  Dy(p) =
Prema tome, R.f =01 R*f =1 pa f nije Riemann-integrabilna. O

Riemannova funkcija R: [0,1] — R je nula na iracionalnim brojevima dok je za racionalan
r, koji mozemo prikazati kao (do kraja skraéen razlomak, ¢ > 0) Jednaka =, Pokazati
da je R Riemann-integrabilna.

Rjesenje. Analogno kao u (a) vidi se da je R.R = 0 (u svakom segmentu svake razdiobe
postoji iracionalan broj). Moramo pokazati da je i R*R = 0.

Pokazimo da za svaki n € Ni¢§ > 0 postoji razdioba p takva da je Dg(p) < %—%—5. Naime,
promotrimo skup

S, = {p ‘ 0<g<n, 0<p<g, piq relativno prosti}.
q

Sp je konacan skup; ozna¢imo mu elemente u uzlaznom poretku: S, = {ry,...,r;}.

Ideja je odabrati razdiobu segmenta [0, 1] tako da svaki r; = % izoliramo vrlo malim seg-
mentom. Na tom segmentu ¢e supremum funkcije R biti %, dok ¢e na ,,medusegmentima”
supremum biti manji ili jednak %

U skladu s tim, neka je m > n(n — 1). Tada je dobro definirana razdioba

_ 1 1
Pn,m—(O,Tl—%vrl‘i‘%a---ark vark+2m71)-
Oznacimo radi lakSeg zapisivanja tocke razdiobe s xg, ..., xor41. Tada vrijedi
2k

DR(Pn,m) = Z sup R($)($j+1 - xj)

j—O w€[zj,mj41]
1 1 k 1 &1
9621'*5621‘71):* Il——)+=> —.
n m m = q;

k
Z — IE2]+1 552] Z

3

Kada m — o0, desna strana tezi k % Stoga za § > 0 postoji ms za koji je desna strana
manja od % + 4. Slijedi da je

1
DR(pn,mg) < g + .



Filip Niksi¢ RFA — Druga zadaéa

Ako je sad € > 0, prvo odaberemo n takav da je % < e. Neka je § :=¢ — % Tada vrijedi

1
DR(pmma) < E +d=e.
Prema tome, vrijedi R*R = 0 te zakljuCujemo da je R Riemann-integrabilna. ]
Karakteristi¢na funkcija Cantorovog skupa je Riemann-integrabilna.

Rjesenje. Oznac¢imo karakteristicnu funkciju Cantorovog skupa s x. Jasno je da vrijedi
0 < Rix £ R*). Prema tome, dovoljno je dokazati R*y = 0.

Slicno kao u (b) podzadatku, dokazat ¢emo da za svaki n € Nyn > 116 > 0 postoji
razdioba p segmenta [0, 1] za koju vrijedi Dy (p) < * + 4.

Naime, neka je n > 1. Induktivno definiramo razdiobe py, ,, slijede¢i induktivnu definiciju
Cantorovog skupa: stavimo py, o := (0,1) (ova razdioba odgovara pocetnom skupu Cy =
[0,1]). Razdiobu py, ;1 dobijemo kao profinjenje py, p,: za svaki interval (sm%, ?)lﬁn%lﬁ koji
izuzimamo iz C, kako bismo dobili C},11 dodajemo tocke

k 1 . k+1 1
gm+1 + 3m+1 .9y 1 gm+l  gm+l .9y

Dakle, segmenti odredeni parovima dodanih tocaka u cijelosti su sadrzani u izuzetom
skupu pa je na njima y nula. To se odrazava na pripadne gornje Darbouxove sume na
sljededi nacin:

Dx(Pn,O) =1

m 1 1
Dx(Pn,erl) = Dx(ﬂn,m) —2 (3m+1 - 3m+1n>

- 3)(0-2)

Teleskopiranjem (ili indukcijom po m) lako se vidi da je

o= 3 () (1-3)

Dakle, lim,, Dy(pn,m) = % Prema tome, ako je § > 0, postoji ms takav da je

Dy (pnms) < % +6.
Ako je € > 0, odaberemo n takav da je % < &. Oznacimo § :=¢ — %; tada je
Dy (pn,ms) < % +i=c¢.
Zakljucujemo da je R*y = 0, kao sto smo htjeli. O
(Cebisevljeva nejednakost) Ako je f nenegativha omedena funkcija na (a,b), e > R*f

id > 0, onda se skup f[d, 00) moze pokriti kona¢nim brojem intervala, sa zbrojem duljina
manjim od § (pa je A*(f7[4,00)) < 5).
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Rjesenje. Pretpostavljam da govorimo o funkciji definiranoj na segmentu [a, b]. Kako je
R* f < e, postoji razdioba p = (o, ..., x,) segmenta [a, b] za koju je D¢(p) < e. Uvedimo
oznaku
M;:= sup f(x), 1<i<n.
:EG[.Z’i_l,.Zi]

Primijetimo da, ukoliko je M; < ¢, vrijedi [z;—1,2;] N fT[0,00) = 0. Stoga, ako s K
ozna¢imo skup indeksa i za koje je M; > 4§, onda je f[d,00) prekriven segmentima
[€i—1,x;] za i € K. (Primijetimo da je K neprazan ako je f~[d,00) neprazan.) Vrijedi

> 0w —wi1) < Y Mi(zi — i) < Dy(p) <e.
ieK i€K

Prema tome,

Z(CCZ — ﬂfi—l) <

1€EK

S| M

Ako zelimo uéiniti pokrivac¢ otvorenim, umjesto segmenata [x;_1, 2;] mozemo uzeti intervale
(xi—1 — C,x; + C), pri ¢emu je ¢ > 0 takav da je
€
2:(:1:Z —xi—1) +2n¢ < 5

€K

5.%

6. (Neodredeni Lebesgueov integral) Neka je (X,91) izmjeriv prostor. Za integrabilnu
funkciju f € L£* definiramo neodredeni Lebesgueov integral kao skupovnu funkciju py na 9

formulom
py(E) = / f
E

Pokazati da je py mjera s predznakom na X. Stovise, p #(E) = 0 na svakom skupu E mjere
nula. Kako je to svojstvo ekvivalentno sa sljedeé¢im:

(Ve >0)(F30>0) pE<dé = |pufE| <e,

to se naziva i apsolutnom neprekinutos¢u mjere py s obzirom na p.
Ako je f sumabilna, onda je s konac¢na (realna ili kompleksna) mjera.

[Postavlja se pitanje obrata: ako su p i v bilo koje dvije (uzmimo pozitivne) mjere na 9, postoji li nenegativna
p-izmjeriva funkcija f na X takva da vrijedi vE = fE fdu, ako je ispunjen nuzni uvjet da pE = 0 povlaci vE = 0.

Pozitivan odgovor za o-konaéne prostore mjere daje Radon-Nikodgmov teorem.]

Rjesenje. Neka je prvo f nenegativna izmjeriva funkcija. Tada je pug: 9t — [0, 00]. Svakako

imamo p¢0) = 0, naime
/fduZ/ fxwdu=/ 0du=0.
0 X X

Neka je (Ep)nen niz disjunktnih izmjerivih skupova. Oznac¢imo s F), := Ey U...U E,. Lako se
vidi da je xp, = XE, +.-- + XE, - Vrijedi sljedece:

/fXFndN:/ fxg, + ..+ xE,)du
X X

:/ fxEldu+---+/ Ixe,dp =" pus(Eg).
X X b—1
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Promotrimo niz izmjerivih funkcija (fxz, ). Oc¢ito je to rastuéi niz koji po tockama tezi k funkciji
fxrF pri cemu F := UpenEy. Prema teoremu o monotonoj konvergenciji vrijedi

/ foduzlim/ Ixe,dp.
X n X
Dakle,
i (U Ba) = [ fdn=tim [ frn,du=1im > up(B) = X ().
k=1

neN neN

Time smo pokazali da je py mjera. Neka je sada f izmjeriva funkcija za koju postoji integral.

Tada je
/de/xz/xf*du—/xf’du,

te je barem jedan od integrala s desne strane konacan. Slijedi da su s+ i iy~ mjere od kojih je
barem jedna konacna. Stoga je py = pp+ — pp- mjera s predznakom.

Za proizvoljnu integrabilnu funkciju f ¢injenica da je py mjera s predznakom sada jednostavno
slijedi restrikcijom na skup sa zanemarivim komplementom na kojem je f izmjeriva i primjenom
dokazanog.

Ako je f sumabilna, onda je [y|f|dp < co. S obzirom da vrijedi
fH<fm+ =111, <+ =111,

koriste¢i monotonost integrala zakljucujemo

/f+du<oo, /f*du<oo.
X X

Prema tome, obje mjere g+ i g~ su konacne pa je i piy = pip+ — pip- konacna.
U sluc¢aju sumabilne kompleksne funkcije f takoder vrijedi [ |f|dp < co. Ako realni i imaginarni
dio oznacimo s f, i f;, vrijedi

ol + 1fil < V2I1].
Koriste¢i monotonost zakljucujemo da su f,. i f; sumabilne. Tada su puy, i puy, konac¢ne realne
mjere, a py = puf, + ipty; je konacna kompleksna mjera. O

7. a) Pokazati da su elementarne funkcije guste u L!(X).

Rjesenje. Prvo primijetimo da je integral elementarne funkcije konacan broj (realan ili
kompleksan) pa je svaka elementarna funkcija sumabilna.

Neka je sada f € LY(X). Bez smanjenja opéenitosti, f je izmjeriva funkcija (opéenito,
razlikuje se od izmjerive eventualno na zanemarivom skupu). Oznacimo realan i komplek-
san dio funkcije f s f, i fi; tada su f,F, f, fl*, fi menegativne izmjerive funkcije pa ih
moZemo aproksimirati rastuéim nizovima nenegativnih jednostavnih funkcija (o;7), (¢;,),

(W), (¥)-

Promotrimo funkciju ;7 za neki n € N. Neka je njen standardni prikaz
m
on = aixa, -
i=1
Pritom su o; € RY 1 A; = (¢,7)~{a;}. Buduéi da je o, < £+, vrijedi

Zam(Ai)z/ %Tdu</ Sfdp < oo
i=1 X X

10
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b*)

Pritom zadnja nejednakost vrijedi zbog toga Sto je f sumabilna. Zakljucujemo da je
pu(A;) < oo zal<i<m,tj o jeelementarna. Analogno, o, , ¥ i1, su elementarne
za svaki n € N.

Tada su za svaki n € N elementarne i funkcije
On = (0 = n) T il —¥y).
Ocito ¢, — f. Nadalje, uz oznake @, := @7 — ¢, i ¢y = — b vrijedi

(D] < Jon| + [n] < @) 4+ 0n + U + 1y
SFEH T+ AT =1+ RS VRIS

Prema teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi
tin | 160 = fldu = 0.
noJx

Drugim rije¢ima, za € > 0 postoji n € N takav da je

||¢n - fHL1 <é&,

a to upravo znaéi da je skup svih elementarnih funkcija gust u L'(X). O

Za Lebesgueovu mjeru na R¢ neprekinute funkcije s kompaktnim nosacem su guste u
LY(R?). To mozZemo interpretirati na dva nacina: ili se izmjerive funkcije ne razlikuju
bitno od neprekinutih, ili je L! norma gruba. Koja od tih dviju interpretacija ima vazniju
ulogu?

Rjesenje. Oznacimo Lebesgueovu mjeru na R? s X te skup Lebesgue-izmjerivih skupova
s M. Da bismo dokazali tvrdnju podzadatka, potrebne su nam dvije leme.

Lema 1. Za svaki E € M takav da je A(E) < oo i svaki € > 0 postoji konacno mnogo
disjunktnih kvadara Ay, ..., A, takvih da je

/\(EA U Ak> <eg.
k=1

Dokaz. Iz konstrukcije Lebesgueove mjere slijedi da za € > 0 postoje kvadri Ay, & € N,
takvi da je

. g
EclJ4 i ZA(Ak)<A(E)+§.
keN keN

Neka je n € N dovoljno velik da vrijedi 37,1 A(Ax) < §. Tada imamo
" €
A(E\ U Ak> <>\< U Ak) < D A < 5,
k=1 k>n+1 k>n+1
)\( U Ak\E> < )\(
k=1

€
keN

Zbrajanjem ove dvije nejednakosti i primjedbom da se J;_; A moze prikazati kao konac¢na

unija disjunktnih kvadara slijedi tvrdnja. O

11
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Lemu 1 koristimo na sljedeéi na¢in. Neka je f € L'(R?) i neka je € > 0. Prema podzadatku
(a) postoji elementarna funkcija g = >°1 | aix 4, za koju je || f —g|l1 < £/2. Prema lemi 1
za svaki i, 1 < i < n, postoji B; koji je konac¢na disjunktna unija kvadara i za koji vrijedi

€
MAAB)) < ——=7—— -
( ) 221‘:1’%'|

Lako se vidi da je A\(A; AB;) = [|xa, —xB;|d\ pauz oznaku h := 7' | a;xp, zaklju¢ujemo

n
1F = hllex <11 = gllue + llg = Al < ILf = glles + D laallxa, — xz /e <e.
i=1

Ako je B; = U R}, pri ¢emu su R} disjunktni, o€ito je yp, = Xgi + -+ Xgi, Iz svega
zakljuCujemo da se f moze aproksimirati funkcijom koja je linearna kombinacija karak-
teristicnih funkcija kvadara. Sljedeéi korak je takve funkcije aproksimirati neprekinutim
funkcijama s kompaktnim nosacem. O tome govori sljedeca lema.

Lema 2. Neka je A = H?zl[ai, b;) kvadar u R? i neka je e > 0. Tada postoji neprekinuta
funkcija f: R — R s kompaktnim nosacem takva da je ||x4 — flli1 < €.

Dokaz. Dokaz dajemo za sluéaj d = 1. Dokaz za opcenit slucaj bit ¢e ocita generalizacija,
suvise tehnicka za zapisivanje.

Neka je, dakle, A = [a,b) kvadar i neka je e > 0. Odaberimo pozitivan § < ¢ i definirajmo
funkciju f: ona je jednaka 0 izvan segmenta [a — J,b + ¢], jednaka 1 na segmentu [a, b],
linearno raste od 0 do 1 na [a — ¢, a] i linearno pada od 1 do 0 na [b, b+ J].

Ocito se radi o neprekinutoj funkciji s kompaktnim nosacem za koju vrijedi

If — xall :/|f—XA|d/\:5<€.
O

Neka je sada ¢ > 0i f € LY(RY). Neka je g = 3™, aixa,, pri cemu su A; kvadri,
elementarna funkcija za koju je ||f — gll;1 < £/2. Iz leme 2 slijedi da postoje neprekinute
funkcije s kompaktnim nosacem g1, ..., g, takve da je

£
A Gl < s -
P = ol < S5 e

Tada je h := @191 + ... + angn neprekinuta funkcija s kompaktnim nosacem za koju se
ra¢unom sli¢nim kao i ranije vidi || f — A1 <e. O

8. Provjeriti da su sljedeéi funkcionali (pozitivni) Radonovi integrali:
a) Za x € X definiramo d,: f — f(z) (Diracov integral).

Rjesenje. Potrebno je pokazati da je §, pozitivan linearan funkcional na C.(X;R). Neka
su f,g € Co(X;R) i a € R. Tada je

oz (f +ag) = (f +ag)(z) = f(x) + ag(x) = 6. f + ad.g.

Nadalje, ako je f > 0, ocito je §,f = f(x) > 0. O
b) Za X := [a,b] uzmimo f — [ ; f(z)dz (Riemannov integral neprekinutih realnih funkcija).

12
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Rjesenje. Riemannov integral svakako jest linearan funkcional na C([a,b];R). Ako je
f =2 0, onda je svaka donja Darbouxova suma za f nenegativna pa je i Riemannov integral
od f nenegativan. O

¢) Riemann-Stieltjesov integral na [a, b].

Rjesenje. Linearnost Riemann-Stieltjesovog integrala pokazana je u prosloj zadaci. Za
pozitivnost je potreban oprez. Naime, ukoliko funkcija g s obzirom na koju integriramo
nije neopadajuéa, moze se dogoditi da je integral funkcije f negativan, iako je f > O.
Primjerice, ako je f := 1: [a,b] — R, g: [a,b] — R dana s g(z) := —z, onda je f > 0 i
J2 f@)dg(x) = a—b < 0.

Medutim, ako je g neopadajuéa, a f > 0, onda je oCito svaka Riemann-Stieltjesova suma
nenegativna pa je i fab f(z)dg(z) > 0. O

d) Riemannov i Riemann-Stieltjesov integral mogu se definirati i za funkcije iz C.(R) (dobro
definirano kao u (b) ili (c), jer definicija ne ovisi o izboru a i b ¢im je suppf C [a, b]).

Rjesenje. O

9. Ako je X separabilan metricki prostor, a 9t = By, onda konacnost na kompaktima (svojstvo
(b)) povlaci obje regularnosti (svojstva (c) i (d) Radonove mjere).

Rjesenje. Uvedimo dodatnu pretpostavku da je X lokalno kompaktan i pokazimo da je tada
svaki otvoren skup u X o-kompaktan. Zbog separabilnosti X ima prebrojivu bazu topologije B.
Neka je U proizvoljan otvoren podskup od X. Za x € U neka je K, C U kompaktna okolina.
Tada je Int K, okolina od z koja je, s obzirom da je otvorena, unija elemenata iz B:

IntK, = | J Bf.
1€l

Tada ocito vrijedi

v= U anBy.

zeU i€l

S obzirom da je B prebrojiva baza, prethodna unija se reducira na prebrojivu uniju. Nadalje,
svaki Cl B C K, je zatvoren podskup kompaktnog skupa pa je i sam kompaktan.

Neka je sad U otvoren skup i neka je U = U, ey Fn pri ¢emu su F;,, kompaktni. Pokazimo da
mozemo postic¢ida je U = |J,,cy Kr pri ¢emu, osim sto su K, kompaktni, vrijedii K, C Int K4 1.

Naime, stavimo K := F} i pretpostavimo da smo definirali K4,...,K,. Za z € K, neka je
K, C U kompaktna okolina. Tada je {Int K, | z € K,,} otvoren pokriva¢ od K, pa se reducira na
konacan potpokriva¢ {Int K,,,...,Int K, }. Kompaktan skup K, 11 := F,1 UK, U...UK,

tada osigurava trazeno svojstvo. U nastavku ¢emo kod svakog prikaza otvorenog skupa kao unije
niza kompakata (K,,) pretpostavljati da je K, C Int K.

Pretpostavimo da je p mjera na (X, By) koja je kona¢na na kompaktima. Za otvoren skup
U = U,en Ky regularnost iznutra slijedi ve¢ iz same o-kompaktnosti i neprekinutosti na rastuce
nizove. Naime, vrijedi

li7rln Ky = pU .

Za regularnost izvana potreban nam je nesto jaéi ,otrov”. Prvo primijetimo da zbog konacénosti

na kompaktima vrijedi C.(X;R) C £!(u). (Naime, ako je f € C.(X;R) s nosacem K, onda je f
omedena na K, tj. postoji M > 0 tako da je |f| < Mxk.) Stoga je s A(f) := [y fdu definiran

13
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Radonov integral na C.(X;R). Neka je v Radonova mjera pridruzena A prema Rieszovom
teoremu reprezentacije.

Prvo nam je cilj pokazati da se p i ¥ podudaraju na otvorenim skupovima. Naime, neka je
U otvoren skup i neka je U = U,cny Kpn. Koristeéi Urysohnovu lemu za lokalno kompaktne
Hausdorffove prostore (zadatak 13) induktivno za svaki n € N nalazimo f, € C.(X;[0,1]) za
koju je suppf, C U i f, je jednaka 1 na K, i na U?;ll suppfj. Ocito f,, /" xu pa koristeci
teorem o monotonoj konvergenciji zaklju¢ujemo

w(U) = / yudp = lim/ fndp = lim/ fndv = / xvdv =v(U).
X noJx "X X

Primijetimo sada da je sam X o-kompaktan pa je X = {J,cny Kn. Kako je K, C Int K, 41,
vrijedi i X = J, ey Int K. Zakljucujemo da za svaki n € N vrijedi

v(Int Kp,) = p(Int K,) < pk, < oo
Naravno, tada je i

n—1
v|int K, IntK; | < oo,
J
=1

pa je v o-konacna. To znaci da je i proizvoljan E € 9 o-konacan, tj. moze se prikazati kao
disjunktna unija E' = {J,en Ern pri ¢emu je vE, < oco. Zbog regularnosti izvana, za € > 0 i
n € N postoji otvoren skup U, D E,, takav da je vU, < vE, +¢-27""1. Tada je U := Unen Un
otvoren skup za koji vrijedi U O E i

WU\E) < y< U Un\En) < S UUNE,) <

g
neN neN 2

Primjenom istog argumenta na cE zaklju¢ujemo da postoji otvoren skup V' O cE za koji vrijedi
v(V\cE) < £/2. Tada je F = ¢V zatvoren, F' C E i vrijedi
v(U\F) =v(U\E) +v(E\F) =v(U\E) + v(V\cE) < €.

Medutim, primijetimo da je U\F otvoren skup. Prema tome, vrijedi u(U\F) = v(U\F) < ¢.

Ako je sada pFE = oo, onda svakako vrijedi
pE =inf{uV |V e 7(X),V D E}.
Ako je pak pFE < oo, onda je i pF < pE < oo te
wU = pF + p(U\F) < uE + €.
Dakle, vrijedi regularnost izvana za pu. O

10. (Regularnost iznutra za o-konacéne skupove)

a) Pokazati da svojstvo regularnosti iznutra za Radonove mjere vrijedi i ako otvorene skupove
zamijenimo izmjerivim skupovima konac¢ne mjere; tocnije, pokazati da vrijedi sljedece:

VEeM) puE<oo = pE=sup{uK | KCE& K eK}.

14
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RjesSenje. Neka je E izmjeriv skup konac¢ne mjere. Zbog monotonosti y za svaki K € IC,
K C FE vrijedi uK < pE. Da bismo dokazali da je pF i supremum mjera takvih skupova,
uzmimo proizvoljan € > 0.

Zbog regularnosti izvana, postoji otvoren U 2 FE takav da je uU < pFE + ¢/4. Dakle,
w(U\E) < ¢/4. Nadalje, postoji otvoren V D U\ E takav da je uV < p(U\E)+e/4 < e/2.

Zbog regularnosti iznutra, za otvoren skup U postoji kompaktan skup F' C U takav da je
uE > pU — e/2. Dakle, p(U\F) < /2.

Definirajmo K := F' N cV. Lako se vidi da je K C F. Nadalje, K je zatvoren podskup
kompakta F' pa je i sam kompaktan. Vrijedi

WE\K) = p(E N (cFUV)) < p(U\F) + pV <.
Time je tvrdnja dokazana. O

b) Pokazati da tvrdnja vrijedi i za skup E koji je prebrojiva unija izmjerivih skupova konac¢ne
mjere.

Rjesenje. Neka je I = J,,cn En, pri cemu su F), izmjerivi skupovi kona¢ne mjere. Uko-
liko je pE < oo, tvrdnja slijedi iz (a). Stoga pretpostavimo da je uE = oc.

Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je (E,,) rastuéi niz skupova (ako nije,
E,, zamijenimo s F1U...UE,, $to je takoder izmjeriv skup konac¢ne mjere). Zbog nepreki-
nutosti mjere na rastuce nizove imamo lim,, uF, = pE = co. Prema tome, za proizvoljan
M > 0 postoji n € N takav da je uFE, > M.

Primjenom (a) na F, slijedi da postoji kompaktan skup K C E, takav da je uK >
M. Dakle, postoji kompaktan podskup od E proizvoljno velike mjere. Time je tvrdnja
dokazana. O

11. Pokazati da je konacna nenegativna mjera y Radonova ako i samo ako vrijedi

(VEeM) (Ve >0)FK e K(X))(FU €7) KCECU & p(U\K) <e.

Rjesenje. Neka je p konacna nenegativna mjera. Ako je p Radonova, iz prethodnog zadatka
slijedi da za E € 9 i € > 0 postoje kompaktan K C E i otvoren U O FE takvi da je

MU—ME<§ i uE—uK<§.

Zbrajanjem te dvije nejednakosti dobijemo u(U\K) < e.
Obratno, pretpostavimo da vrijedi zadani uvjet. Dodatno, pretpostavimo da je u Borelova mjera
(doista ne vidim kako izvesti to svojstvo iz zadanih pretpostavki). Kako je p kona¢na, specijalno
je kona¢na i na kompaktima. Nadalje, za izmjeriv skup E i € > 0 postoje kompakt K C F i
otvoren skup U D FE za koje je u(U\K) < e. Kako je uK < pFE < pU < oo, zakljuéujemo
pU — pE = p(U\E) < n(U\K) <e,
pE — pK = p(E\K) < p(U\K) <e.

Slijede regularnost izvana i regularnost iznutra (¢ak za proizvoljne izmjerive skupove, pa speci-
jalno za otvorene). ]

12.%
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13. (Urysohnova lema za lokalno kompaktne Hausdorffove prostore) Neka je kompakt
K sadrzan u otvorenom skupu U. Tada postoji f € C(X;[0,1]) i kompaktan skup L O K takvi

daje fi, =11f_, =0.

Rjesenje. Pokazimo prvo da postoji otvoren skup V koji je relativno kompaktan (CIV je
kompaktan) i za koji vrijedi
KCVCdVCU.

Naime, kako je X lokalno kompaktan, za svaki x € K postoji kompaktna okolina F, C U.
Oznacimo s U, := Int F,. Tada je {U, | x € K} otvoren pokriva¢ kompakta K pa se reducira
na konacan potpokriva¢ {U,,...,Us, }. Ozna¢imos V :=U,, U...UU,, . Tada je

CQVCF,U...UF, CU.

Dakle, CIV je zatvoren podskup kompaktnog skupa pa je i sam kompaktan, te V zadovoljava
trazene uvjete.

Stavimo sada L := CIV. L je kompaktan Hausdorffov prostor pa je normalan (tu tvrdnju sam
dokazao u jednom od zadataka iz prosle zadade). Stoga prema Urysohnovoj lemi [4, str. 102]
postoji f € C(L;[0,1]) takva da je fj,, = 11 f,, = 0 (jasno, gledamo komplement skupa V' u
L). Funkciju f prosirimo nulom na cL tako da bude definirana na ¢itavom X.

Neka je E C [0, 1] zatvoren skup. Ako 0 ¢ E, onda je f~(E) = f“L_(E) Ako je pak 0 € F,
onda je f~(E) = f“L_(E) U cV (ovaj put komplement skupa V' u X). U oba sluc¢aja f~(E) je
zatvoren u X. Prema tome, f je neprekinuta. O

14.* (Upotpunjenje Radonove mjere)

15. Neka je p Radonova mjera, a f nenegativna izmjeriva funkcija na X. Pokazati da je tada
s upE = [, fdp definirana Radonova mjera na X ako je:

a) f neprekinuta, ili

b) f Borelova, a us kona¢na na kompaktima.

Posebno, ako je f € £!(u) realna (ili kompleksna), onda je s realna (kompleksna) Radonova
mjera na X.

Rjesenje. O
16.*
17.*
18.*
19.*
20.*

21.* (Hausdorffova vanjska mjera)

16



Filip Niksi¢ RFA — Druga zadaéa

Literatura

[1] N. Antoni¢, M. Vrdoljak, Mjera i integral, PMF-MO, Zagreb, 2001.

[2] G. B. Folland, Real analysis: modern techniques and their applications, 2. izdanje, John
Wiley & Sons, Inc., 1999.

[3] S. Mardesi¢, Matematicka analiza u n-dimenzionalnom realnom prostoru, Prvi dio, 4. izdanje,
Skolska knjiga, Zagreb, 1991.

[4] S. Willard, General topology, Addison-Wesley, 1970.

17



