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1. Neka je (X, u) prostor kona¢ne mjere, te za kompleksnu izmjerivu funkciju f na X definirajmo

_ [ I/

du .

Tada je (f,g) — p(f — g) metrika na vektorskom prostoru kompleksnih izmjerivih funkcija na
X (uz identifikaciju skoro svuda jednakih funkcija), te je konvergencija u toj metrici upravo
konvergencija u mjeri. Pokazati da je ta metrika u skladu s vektorskom strukturom. Je li taj
prostor potpun? Je li Fréchetov?

Rjesenje. Neka je M := p(X) < oo. Lako se vidi da za svaku izmjerivu funkciju f vrijedi
0< p(f) < Mida f = f'skoro svuda na X povlaci p(f) = p(f’). Slijedi da je (f,g) — p(f —9g)
dobro definirana nenegativna realna funkcija koja je ocito simetri¢na.

Pretpostavimo da je p(f — g) = 0. Tada je funkcija

f—gl  _
L+ |f -4 0 (s9),

a onda su oCito |f — g| i f — g skoro svuda jednake 0, tj. f i g su skoro svuda jednake.

Nejednakost trokuta jednostavno slijedi iz ¢injenice da za kompleksne brojeve w i z vrijedi

lw+z| 1 1 1
T+ w2z T+ |w+z2] 1+ |w| + |2]
N I
L+ w[+]z] 1+ [w|+ |2
jwl 2

S 14wl 1+ |z

Naime, stavljanjem w = f(x) — g(z) i z = g(x) — h(x) vidi se da za izmjerive funkcije f, g, h
vrijedi
if=n o Af—gl | 19—
L+|f=hl “1+[f—g| 1+[g—h|

pa zbog monotonosti i aditivnosti integrala slijedi p(f — h) < p(f — g) + p(g — h). Time smo
pokazali da je (f,g) — p(f — g) doista metrika.

Pretpostavimo da je (f,,) niz izmjerivih funkcija koji u toj metrici konvergira izmjerivoj funkeciji
f i pokazimo da tada f, — f i u mjeri. Neka su ¢,6 > 0. Tada postoji ng € N takav da

o 5
n=ng —  plfo—f) = 1—”_f|fnf|f|dﬂ<1i€.
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Koriste¢i Markovljevu nejednakost nalazimo da za n > ng vrijedi

e Nt =)

<1+5 |fn*f|
€ 1+ |fn— fl
<94.

Prema tome,

lim (| fro = £ [g, 00]) = 0.

S druge strane, pretpostavimo da f, — f u mjeri i dokazimo da f, — f i u metrici. Neka
je € > 0. Prisjetimo se, mjera u je konacna i oznacili smo M = pu(X). Ako je ¢ > 2M, onda je
svakako p(fn, — f) < € za svaki n € N. Pretpostavimo stoga da je ¢ < 2M i uvedimo oznaku
d:=¢/(2M —¢). Tada je

lim (| fro = 1716, 00]) =0

pa postoji ng € N takav da za n > ng vrijedi
p(| fn = fI7 16, 00]) < M.

Zakljucujemo da n = ng povlaci

|fn — [ | fn — [l |fn — [
n — = dp = d d
pln = 1) /X1+|fn—f\ s /fn fl=l6.00] L+ [ fn = f] Iu+/fn—f|‘—[0,6)1+|fn_f| s

< (| f = FIT10,00]) + 1+5M(|fn f1710,6))
Mo 1 2M O
=115 1+5M(|fn fI7[6,00 ])<m €.

Time je tvrdnja dokazana.

Na sli¢an nacin se pokaze da je niz ( f,,) Cauchyjev u mjeri ako i samo ako je Cauchyjev u metrici.
Potpunost promatranog prostora je stoga posljedica Tm. 6. [1, str. 90].

Pokazimo uskladenost metrike s vektorskom strukturom. Neprekinutost zbrajanja je trivijalna
posljedica nejednakosti trokuta. Da bismo dokazali neprekinutost mnozenja skalarom, pret-
postavimo da niz (A, f,) uredenih parova kompleksnog broja i kompleksne izmjerive funkcije
konvergira prema (A, f) u produktnom prostoru. Pokazat ¢emo da tada niz (A, f,) konvergira
u mjeri prema Af i iskoristiti dokazanu ekvivalenciju s konvergencijom u metrici.

Neka je € > 0. Prvo uo¢imo da za svaki x € X vrijedi
[Anfn(2) = Af(@)] = [Anfn(2) = A f(2) + Anf(2) = Af(2)]
< allfn() = f(@)] + [An = Allf(2)] -

Nadalje, ako je
[Anl[fulz) = f(2)] 4+ [An = Al f(2)] Z €,

onda je barem jedan od sumanada s lijeve strane vedi ili jednak /2. Slijedi
(1) (| Anfn = M1 [e, 00]) < (| Anllfo — FI7[6/2,00]) + p(|An — Al 17 [e/2, 0c]) -

Neka je § > 0. Bududi da je niz (\,) konvergentan, on je ogranicen pa postoji 7' > 0 takav da
je |An| < T za svaki n € N. Sada zbog f, — f slijedi da postoji n; € N takav da

@ nzm o= p(Aallfe — fITE/2000) < pllfa — FITIE/(T), ) < 5/2.
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Promotrimo skupove |f|~[n,o0] za n € N. Radi se o padajuéem nizu skupova, a kako je
w(]f]7[1, 00]) < 0o (u prostoru smo konacne mjere), slijedi

tm (111 . 50]) = () 17501 ) = @) =o0.

neN

Stoga postoji N € N takav da je u(|f|7[N,00]) < §/2. Sada zbog A\, — X postoji ny € N
takav da je |\, — A| < €/(2N) za n > ny. Zakljucujemo

(3) nene = (- MIITIe/2,00]) < (SN, oc]) < 5/2.

Stavljanjem ng := max{ni,na} iz (1), (2) i (3) zakljucujemo da vrijedi
n > ng — p([Anfn = Af] 7 [e,00]) < 6.

Prema tome,

h??l M(P‘nfn - )‘f’H[& OO]) = 07
tj. niz (A, fn) konvergira prema Af.

Na kraju, ostaje odgovoriti je li promatrani prostor Fréchetov. Ako je X prostor bez atoma, na
promatranom prostoru nema netrivijalnih neprekinutih linearnih funkcionala (v. zad. 4). S druge
strane, Hahn-Banachov teorem osigurava postojanje mnostva neprekinutih linearnih funkcionala
na lokalno konveksnim prostorima. Prema tome, promatrani prostor nije lokalno konveksan, a
onda ni Fréchetov. O

2.%

3. Neka je [ prostor kvadratno sumabilnih redova (3, cy|zn|? < 00), sa standardnom bazom
(en;n € N). Pokazati da je skup A := {e,, +me, : m < n} neomeden u (2, da je 0 € ClyA, ali da
ne postoji niz u A koji konvergira k 0. Drugim rije¢ima, nizovi ne opisuju slabu topologiju na I?
(zbog neomedenosti; na omedenim podskupovima nizovi u potpunosti opisuju slabu topologiju).

RjesSenje. Da bismo pokazali neomedenost, promotrimo ey + e, i e, + ne,t1 zan > 1:

d(e1 + en,en +nept1) = Z(&kl — g nt1)? =V1+nZ>n.
k>1
Prema tome, skup A je neomeden.

Nadalje, pokazat ¢emo da svaka otvorena okolina 0 (u slaboj topologiji) sije¢e skup A. Bududéi
da je dovoljno provjeru napraviti za otvorene okoline iz baze topologije, pretpostavimo da je

k
i=1

pri ¢emu su f; omedeni linearni funkcionali, a U; otvoreni skupovi u R ili C. Tada za svaki ¢
vrijedi
<fl', 0> =0€eU;

pa postoji € > 0 takav da je
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Prema Rieszovom teoremu o reprezentaciji [1, str. 110] svaki f; je reprezentiran nekim u’ =
> us € 1. Iz nuznog uvjeta za konvergenciju reda slijedi da za svaki i postoji m; € N takav da

2

I i2 o & G €
J =z my = |’LL]| 0 J- |uj|<§'
Stavimo m := max{mj,...,my}. Tada za svaki i postoji n; € N takav da
S 02 g2 i €
JZn = |uj| <W’ t). ’Uj’<%-
Stavimo n := max{nj,...,n}. Konacno, vrijedi
|{fis em + men)| = |{em +men | 0')| = [uf, + mul,| < |up, |+ mlug| <e.

Zaklju¢ujemo da je e, +me, € U pa je UNA# 0, tj. 0 € ClgA.

Ostaje pokazati da nijedan niz u A ne konvergira u slaboj topologiji k 0. Pa neka je (ax)ren pro-
izvoljan niz te neka je ap = e, +mge,, . Posluzit ¢emo se karakterizacijom slabe konvergencije
koja je dana u Lm. 3. [1, str. 116], tj. njenom modifikacijom za Hilbertove prostore:

ar — 0 = (Vy €1?) {ap | y) — 0.

Dovoljno je, dakle, pronaéi y € I za koji niz ({ax | y)) ne konvergira k 0.

Ukoliko je niz (my) neomeden, on ima strogo rastu¢i podniz (my;). U isto vrijeme, (ng;) je
neomeden zbog my, < ny; pa postoji njegov strogo rastuci podniz (nkh) Stavimo

¥y= Z mL Cn;, -
[ J4
Evidentno je y € 12 i vrijedi
(ar, | 9) = emy, +muen, [ y) = (em [y) +12>1.
Ako je pak (my) omeden, on ima konstantan podniz (my;). Stavimo
Y =e€m,, -
Tada je y € [? i vrijedi

<akj | y) = <6mk1 + My €y ly) =1+ (mlﬂenkj ly) > 1.

U oba slucaja ({(ax | y)) ima podniz koji ne konvergira k 0 pa ni ¢itav niz ne konvergira k 0. [

4. Hahn-Banachov teorem na lokalno konveksnim prostorima daje postojanje mnostva nepreki-
nutih linearnih funkcionala. Ukoliko prostor nije lokalno konveksan, onda se moze dogoditi da
njegov dual sadrzi samo nulu.

Zaista, neka je (X, 9, u) prostor konac¢ne mjere bez atoma. Tada su prostor klasa ekvivalencije
skoro svuda jednakih izmjerivih funkcija na X s topologijom konvergencije u mjeri (v. Zadatak
1), odnosno LP(X) za p € (0,1), primjeri metrizabilnih topoloskih vektorskih prostora na kojima
nema netrivijalnih neprekinutih linearnih funkcionala. [Naputak: v. [6, str. 117]]

5.%
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6.*

7. Neka je 0 < p < ¢ < oo. Tada je LP ¢ L9 ako i samo ako X sadrzi skupove po volji male
pozitivne mjere. Obratno, L? ¢ LP ako i samo ako X sadrzi skupove po volji velike konac¢ne
mjere.

[Naputak: Za obratnu implikaciju u prvom sluéaju postoji niz disjunktnih izmjerivih skupova
(Ay,) takvih da je 0 < p(A,) < 27™; odnosno 1 < p(A,,) < oo u drugom slucaju. Protuprimjer
je f =73 anxa, za pogodan izbor konstanti ay.]

Rjesenje. (i) Pretpostavimo prvo LP ¢ L7 i neka je f € LP, f ¢ L9. Za e > 0 odaberimo A,
takav da je
e > VP fllw -

Uvedimo oznaku E. := |f|7 [\, 00]. Tada iz Markovljeve nejednakosti zaklju¢ujemo
- 1
p(E2) = u((17) 2, oc]) < 55 [ 1P < e

Ostaje pokazati da je u(E:) > 0. Pretpostavimo da nije tako, tj. da je u(F:) = 0. U slucaju da
je ¢ = oo odmah dolazimo do kontradikcije jer je evidentno ||f||z~ < A: < oo. U slucaju da je
q < oo vrijedi

st = [ iferigpan < [ X pan =X, < o,

sto povlaci f € L9, tj. opet kontradikciju.

Za obratnu implikaciju pretpostavimo da X sadrzi skupove po volji male pozitivne mjere. Tada
postoji niz skupova (B}, )nen takav da je 0 < u(BJ,) < 27™ za svaki n € N. Ono $to prvo zelimo
pokazati je da bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su skupovi u nizu medusobno
disjunktni.

Primijetimo da uobicajen nacin konstrukcije disjunktnog niza (B, := B;,\ Uy <;<,, B;) ne prolazi
jer skupovi B,, mogu biti mjere nula. Npr. ako je polazni niz padajuéi, u novom nizu je samo
prvi element neprazan! Stoga provodimo nesto sofisticiraniju konstrukciju. Uvedimo oznaku:

B::IimnsupB;L: ﬂ U B,

meNn>m

B!, padajuéi niz skupova i vrijedi

M(U B;) <D mB,) <1< o0,

n>1 n>1

Buduéi da je m — |

n>m

zbog neprekinutosti mjere na padajuée nizove vrijedi

—1; / ; -n _
M(B)_l%bnu(u Bn><1%nzg n_.

n>m n>=m
Prema tome, u(B) = 0, a onda uz oznaku B, := B}, \ B za svaki n € N vrijedi u(B,) = u(Bj,).
Niz (B, )nen ima svojstvo da se svaki « € |J,,cy By nalazi u najvise kona¢no mnogo skupova B;,.

Sada definiramo niz (A, )nen:
A, = Bn\ U B

m>n
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Time smo dobili niz medusobno disjunktnih skupova za koji vrijedi

U 4n = U Bn-

neN neN

Netrivijalna inkluzija vrijedi zbog spomenutog svojstva niza (By): ako je z € U, en Bn, postoji
najveéi n takav da je x € B,. No tada je z € A,,.

Za niz (Ay,)nen jos uvijek ne mozemo tvrditi da se sastoji od skupova pozitivne mjere, medutim,
nismo daleko od toga: on ima podniz koji se sastoji od skupova pozitivne mjere. U suprotnom
bi postojao ng € N takav da je pu(A,) = 0 za n > ng. No to bi vodilo u kontradikeciju:

(Ym)=s(U ) U)oy U )

neN neN 1<n<ng n>no
<,LL<UB \ U B>+,u(U B)—,u(UB)
n>ng n>ng neN

Dakle, postoji podniz (A, )ken za koji vrijedi 0 < p(A,,) < 27™ < 27% i koji se sastoji od
medusobno disjunktnih skupova. Nadalje taj niz ozna¢avamo s (A, )nen.

Za svaki n € N definiramo

o M(An)il/(zp) ) q =00
" AT g < oo,

Nadalje, definiramo f := 3, cyanXxa,. Ocito vrijedi |f| = f, a lako se vidi da zbog disjunktnosti
skupova A, vrijedi
fp = Z a’ﬁXAn °
neN
U slucaju g = oo slijedi
Jirrdn = [ 3 aixadun = 3 ahu(An) = 3 p(A4) 2 < Y2 <
neN neN neN neN
a u slucaju g < oo slijedi

/!f\pdu — Z“ )(a=p)/(pta) Z 9—1(a=p)/(P+4) ~

neN neN
jer jei 2712 < 1127 (a=P)/(+9) < 1. Svakako je onda f € L2,
S druge strane, u slucaju ¢ < oo vrijedi

/|f\qd,u — Z (A p 9)/(p+a) > Z on(a—p)/(p+49) —

neN neN

jer je 2(a=P)/(P*4) > 1. Stoga f ¢ LY.

Konaéno, u sluéaju ¢ = oo za svaki C' > 0 postoji n € N takav da je 27/2) > C. Za z € A,
tada vrijedi
F(@) = an = p(Ap) "V > 9n/Cr) 5 ¢

To znadi da je A,, C f~(C, 00), $to povladi pu(f~(C,00)) = u(A,) > 0. Zakljuéujemo f ¢ L.
(ii) Pretpostavimo sada LY ¢ L? i neka je f € L9, f ¢ LP. Promotrimo skupove

= |f|7(n7", 00).
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Ako je g < oo, iz Markovljeve nejednakosti slijedi

p(Bw) = p((71) (0™ "00) < [If{7dp = n) £, < oo

Pretpostavimo da postoji M > 0 takav da za svaki n € N vrijedi pu(F,) < M. Bududi da je
(En)nen rastuéi niz skupova, vrijedi

:N<U En> :ligln,u(En) <M.

neN

Koristec¢i Holderovu nejednakost, zaklju¢ujemo

/If\pdu AP leare Lo = [ FIFan(X) @/ < oo,

sto je kontradikcija. Prema tome, skupovi E,, su po volji velike konac¢ne mjere.

Ako je pak ¢ = 0o, mozemo pogledati primjer prostora R s Lebesgueovom mjerom i konstantnu
funkciju f: R — R, f(z) = 1. Tada je ||f|l~ = 1, tj. f € L*>, i za svaki p < oo je f ¢ LP.
Medutim, ako pogledamo skupove E,,, vidimo da je u(E1) = 0 te u(E,) = oo za n > 1. Stovise,
za svaki A = 1 je p(|f]|7 (X, 00)) = 0, dok za 0 < A < 1 vrijedi p(|f]~ (A, 00)) = oo. Iako to
nije kontraprimjer za tvrdnju, indikator je da nam u ovom slucaju informacija f € LI, f ¢ L
mozda nije dovoljna da ustanovimo postojanje skupova proizvoljno velike konac¢ne mjere.

Dokazimo sada obrnutu implikaciju. Pretpostavimo da X sadrzi skupove po volji velike kona¢ne
mjere. Tada je zasigurno pu(X) = co. Neka je A C X podskup konacne mjere. Tada i X \ A
sadrzi skupove po volji velike kona¢ne mjere. Naime, za M > 0 postoji B C X takav da je
M + u(A) < u(B) < oo. Slijedidaje B\AC X\ Ai

M < u(B) - u(A) < u(B) — p(AN B) = u(B\ A) < o0
Dokazanu ¢injenicu iskoristimo da definiramo niz (A4, )nen:

e A; C X odaberemo tako da vrijedi 2 < p(4;) < 0.

e Pretpostavimo da smo odabrali A1, ..., A, za neki n € N. Tada odabiremo

n+1 = X\1<2LJ<71A

za koji vrijedi 2" < p(An41) < oo

(An)nen je niz medusobno disjunktnih skupova za koje vrijedi 2" < u(A4,) < oo.

Dalje postupamo sli¢no kao u (i). Cak $tovise, a,, definiramo na potpuno isti na¢in:

- M(An)_l/(zp) ’ g =00
T m(An)TH ) g <00

Promatramo istu funkciju f := >, cy anXa, . Lako se vidi da p i g zbog nejednakosti p(A,) > 2"
igraju obrnute uloge. Stoga je f € LY1i f ¢ LP.

Za primjer demonstriramo f € L7 u slucaju ¢ = oco. Vrijedi

= p(Ay) "1/ C) < gm0 < 9-1/(p)

Stoga je f(x) < 271/(%P) za svaki z € X, a onda je i || f|jLe < 27/(P) < . O
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8.
9.

10. Ako je f € LP N L za neki p < oo, tako da je f € LI za svaki ¢ € [p, oo], onda je

o = hm q .
1L q/oo”fHL

Rjesenje. Neka je p < ¢ < oo. Iz interpolacijske nejednakosti (Braslavov hint; vidjeti [1,
str. 164], ili [2, str. 185] za elementarniji dokaz) slijedi

1F e < IFIEDF IR

Prema tome, zaklju¢ujemo

. . 1—
tim sup | fllee < limsup || F[77 £l =77 = | Flles

q,/ 00 q,/ 00

S druge strane, za proizvoljan ¢ € (0,1) i uz oznaku E := |f|7((1 — €)|f||ree,00) vrijedi
u(E) > 0. Zakljucéujemo

1710 = [ 1#1dn> [ |71du > @ =) I n(E).
Vadenjem ¢-tog korijena i prelaskom na limes inferior dobijemo
liminf || f||re > liminf (1 — a)HfHLoou(E)l/q =(1—¢)||fllree -
q,/'%0 q,/ o0

No, € je proizvoljan pa je
liminf || f|lLe = || flLee -
q/'00

Sve zajedno, vrijedi

| fllLee < liminf || f|lLe < limsup || fllLe < [|f]lLe -
q,/"00

q,/"00

Prema tome, umjesto nejednakosti svuda mogu stajati jednakosti pa postoji limg oo || fllLe i
jednak je || f||Lee- O
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