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> Neprekidnost na segmentu
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Definicija neprekidnosti

Definicija.
Funkcija f je neprekidna u realnom broju r ako i samo ako p ~ r povlaci
f(p) = f(r) za svaki hiperrealan p.

Definicija.
Funkcija je neprekidna ako je neprekidna u svakom realnom broju.
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Definicija neprekidnosti

Definicija.
Funkcija f je neprekidna u realnom broju r ako i samo ako p ~ r povlaci
f(p) = f(r) za svaki hiperrealan p.

Definicija.
Funkcija je neprekidna ako je neprekidna u svakom realnom broju.

Zadatak.
f(x) = 4x?> — 2x + 1 je neprekidna u x = 3.

Rjesenje.
Neka je p ~ 3. Tada je p = 3 + ¢, za ¢ infinitezimal ili 0.

f(p) = 31 + 22 + 4e? ~ 31 = £(3).
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Definicija neprekidnosti

Zadatak.
f(x) = 1/x je neprekidna u x = 1.

Rjesenje.
Neka je p~ 1. Tada je p =1+ ¢, za ¢ infinitezimal ili 0.
1 €

f(p) = =1

1+¢ _1+5::"

Kako je 1+ ¢ i 0, postoji realan r takav da je 0 < r < 1+¢. No tada je

lel el
S l14e r’
pa je
a=~1=1(1)
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Definicija neprekidnosti

Zadatak.
f(x) = cos x je neprekidna.
Rjesenje.
Neka je realan r proizvoljan ineka je p~r. Tadajep=r+¢, za e
infinitezimal ili 0.
> VxVy(cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny) je istinita u R i HR pa
vrijedi:
f(p) =cosrcose —sinrsine =: #&.

> Vx(—7m/2 < x<7/2—-0<1—cosx < |x|) jeistinita u R i HR pa

vrijedi:
0<1—cose<|el.
> Vx(—7m/2 < x < 7/2 — 0 < |sinx| < |x|) je istinita u R i HR pa
vrijedi:
0 < [sing| < |el.
Dakle, # = cosr = f(r). O
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Definicija neprekidnosti

Zadatak.
f(x) = xsinx + 2 je neprekidna u x = —1.
Rjesenje.
Neka je p ~ —1. Tada je p = —1 + ¢, za ¢ infinitezimal ili 0.
f(p) = —sin(—1) cose — cos(—1)sine
+ esin(—1)cose + ecos(—1)sine + 2
~ —sin(—1) +2
= f(-1).
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Definicija neprekidnosti

Zadatak.

f(x) = cos(x? — x) je neprekidna u x = 3.

Rjesenje.

Neka je p ~ 3. Tada je p = 3+ ¢, za ¢ infinitezimal ili 0. Raspisivanjem i
koriStenjem cosd ~ 1 i sind ~ 0 kao u prethodnim zadatcima, nalazimo:

f(p) = cos6 = f(3).
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Definicija neprekidnosti

Zadatak.
f(x) = tgx je neprekidna u x = 2.

Rjesenje.
Neka je p =~ 2. Tada je p =2+ ¢, za ¢ infinitezimal ili 0.

sin(24+¢)  sin2cose + cos2sine

f(p) = - — &

"~ cos(2+¢) cos2cose —sin2sine

Opcenito, neka je a~ ¢, b~ d i bd % 0. Tada postoji realan r takav da
je 0 < r < |bd|. Za proizvoljan realan e > 0 zbog |ad — bc| = 0 vrijedi

|ad — be| < er < e|bd|.
Dijeljenjem s |bd| dobijemo |a/b — ¢/d| < e. Dakle, a/b ~ c/d. Slijedi

sin 2 _

£(2).

cos?2
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Definicija neprekidnosti

Zadatak.
f(x) = v/x je neprekidna u svakom x > 0.

Rjesenje.
Neka je p =~ x > 0. Tada je p = x + ¢, za ¢ infinitezimal ili 0. Vrijedi:

Vx4e—x= =M.

£
Vx+e+/x

Nadalje,
o< B _El
S VxFetvx X
iz Cega slijedi da je
A =0, tj. f(p) = rf(x).
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Teorem.

Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b]. Tada je f omedena na
[a, b].

Dokaz.
Neka je y hiperrealan broj iz slike funkcije f. Odaberimo hiperrealan broj
x € [a, b] takav da je f(x) =y.

» Zbog omedenosti [a, b] postoji st(x).

> Zbog zatvorenosti [a, b] je st(x) € [a, b].

» Zbog neprekidnosti f je y = f(x) konalan; naime, f(x) ~ f(st(x)).
Recenica 3hvx(a < x < b — —h < f(x) < h) istinita je u HR (h je bilo
koji beskonacan hiperrealan broj). Principom transfera istinita je u R. [
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Usporedba s klasi¢nim dokazom

Dokaz.
Neka je (y,) niz u slici od f. Odaberimo niz (x,) u [a, b] takav da je
f(xn) = yn za svaki n.

» Zbog omedenosti [a, b] niz (x,) ima konvergentan podniz (x, ).

» Zbog zatvorenosti [a, b] je x := limyx,, € [a, b].

> Zbog neprekidnosti f je limyyn, = limif(x,,) = f(x).
Dakle, (y,) ima konvergentan podniz u slici od . Slika od f je
kompaktna! O

Pitanje: Koliko je kompaktnost slike zapravo daleko od pocetne tvrdnje
teorema?

Filip Niksi¢

Neprekidne funkcije



Neprekidnost na segmentu
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Teorem.
Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b]. Tada f poprima
minimum i maksimum.

Dokaz.

f je omedena; neka je d realan broj takav da je —d < f(x) < d za svaki
x € [a, b]. Za cijeli broj n > 0 podijelimo segment [—d, d] na
podsegmente odredene tockama:

2d
Xp = —d,...,Xg = —d—|—k7,...,xn =d.

Tada postoji zadnji segment koji sadrzi neku vrijednost funkcije f.
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Nastavak dokaza.

Vn(l(n) An>0—3k(I(k)A0< k< nAdx(a<x<bAx<F(x))
AVY(a <y < b= F(y) < X))

je istinita u R pa po principu transfera i u HR. Specijalno, istinita je za
neki beskonacan hiperprirodan broj N. Neka je K, 0 < K < N pripadni

hiperprirodan broj te x € [a, b] hiperrealan broj za koji je xx < f(x).
Tvrdimo da je st(x) maksimizator funkcije.

Iz xk < f(x) < xk1 slijedi f(x) = xky1. |z neprekidnosti slijedi
f(st(x)) = xk+1. Neka je y € [a, b] proizvoljan realan broj. Tada je

fy) = st(f(y)) < st(xii1) = f(st(x)).
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Zadatak.

Dokazati prethodni teorem podjelom segmenta [a, b].

Rjesenje.

Za cijeli broj n > 0 podijelimo [a, b] na podsegmente odredene tockama:

b—a
Xp:=a,...,xx :=a+k - yeesXpi=b.

Tada postoji cijeli broj k, 0 < k < n, takav da je f(xx) maksimalan.
Nadalje, za svaki d € [a, b] postoji najveci cijeli broj m, 0 < m < n, takav
da je f(xm) < d. Formalno:

Filip Niksi¢

Neprekidne funkcije



Neprekidnost na segmentu
0O0000@00000000

Nastavak rjesenja.

Vn(l(n)/\n >0—
Fk(I(k) A0 < k< nAVI(I(I) A0 < i< n— f(x) < F(x)))
Avd(a<d<b—

Elm(l(m)/\0§m§n/\Vi(I(i)/\Ogign—>x,-§xm\/x,->d))>)

Neka je N beskonacan pozitivan hipercijeli koji uz pripadni K zadovoljava
re¢enicu. Tvrdimo da je x := st(xx) maksimizator. Naime, neka je
d € [a, b] realan i neka je M pripadni hipercijeli. Vidimo da je d ~ xy.
Stoga vrijedi:

f(d) = f(xm) < f(xk) =~ f(x)

te
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Primjer. (Nuznost zatvorenosti)
Funkcija f(x) = 1/x je neprekidna na (0, 1), ali neomedena.

Primjer. (Nuznost neprekidnosti)

F(x) = 1/(2x —3), x #3/2
1/2, x =3/2
Funkcija f je neomedena na [1,2].
Primjer. (Nuznost neprekidnosti za drugi teorem)
F(x) = x, x<1/2
0, x>1/2

Funkcija f je omedena na [1,2], medutim, svejedno ne poprima
maksimum.
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Zadatak.
F(x) = sin(1/x), x#0
0, x=0

Pokazati da je f neprekidna u x # 0, no ima prekid u x = 0 kako god je
redefinirali u toj tocki.

Rjesenje.

Neprekidnost u x # 0 iz neprekidnosti x — 1/x te cose ~ 1 isine ~ 0.
S druge strane, u R i HR je istinita recenica:

V/\/I(Elxl(xl > MAsinxg = —1)AIxa(xe > M Asinxy = 1)) .

Specijalno, za pozitivan beskonaéan M je 1/x; = 1/x; = 0, ali

_1’

Slnm: Sln%:
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Teorem.
Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b] i neka je r realan broj
izmedu f(a) i f(b). Tada postoji realan x € [a, b] takav da je f(x) = r.

Dokaz.

Pretpostavimo da je f(a) < r < f(b) (slu€aj f(b) < r < f(a) je
analogan). Za cijeli broj n > 0 podijelimo [a, b] na podsegmente
odredene tockama:

b—a
Xp:=a,...,xx :=a+k . s, Xp = Db.

Tada postoji cijeli k, 0 < k < n, takav da je f(xx) < r < f(xk+1) (naime,
postoji najveéi k < n za koji je f(xx) < r).
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Nastavak dokaza.
Formalno, sljedeca recenica je istinita u R pa onda i u HR:

vn(/(n) An>0— Tk(I(k)AO< k< nAf(x)<r< f(xk+1))) .

Specijalno, za beskonacan pozitivan hipercijeli N postoji K takav da je
f(xk) < r < f(xk41). Stavimo x := st(xx). (Napomena: postoji st(xk)
i st(xk) € [a, b].) Vrijedi x & xx = xx+1. Zbog neprekidnosti je onda
f(x) =~ f(xk) = f(xk4+1). Slijedi r = f(xk) =~ f(x), tj. r = f(x) jer se
radi o realnim brojevima. O
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Primjer. (Nuznost neprekidnosti)

F(x) = 1/(2x — 3), x#3/2
) 1/2, x=3/2

Za funkciju f vrijedi f(1) = -1 < 0i f(2) =1 > 0, medutim, ne postoji
x € [1,2] takav da je f(x) = 0.
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Zadatak.

Dokazati da svaki realan broj ima treéi korijen.
Rjesenje.

Neka je r realan broj. Promotrimo f(x) = x
jep~x. Tadaje p=x+cte

3 _ r. Za proizvoljan x neka

f(p) = x> +3x% +3xe® + > — r ~ f(x),

dakle, funkcija je neprekidna. Pretpostavimo prvo da je r > 0. Tada je
f(—r) <0if(max{2,r}) > 0. S druge strane, ako je r < 0, onda je
f(—r) >0, f(min{—2,r}) < 0. Ako je pak r =0, onda je f(0) =0. U
svakom sluéaju, postoji x takav da je f(x) = 0. O
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Zadatak.
Dokazati da je svaka parabola (f(x) = ax? + bx + c) neprekidna.

Rjesenje.
Neka je x proizvoljan realan broj i p~ x. Tada je p=x+¢, za ¢
infinitezimal ili 0. Vrijedi:

f(p) = ax? 4 2axe + ac® + bx + be + ¢ ~ ax® + bx + ¢ = f(x).
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Teorem.

Neka je funkcija f monotona na [a, b] i neka za svaki realan r izmedu
f(a) i f(b) postoji realan x € [a, b] takav da je f(x) = r. Tada je f
neprekidna.

Dokaz.

Pretpostavimo da f nije neprekidna i neka su realan x i hiperrealan p iz
[a, b] takvi da je x = p, ali f(x) # f(p). Zbog drugog, postoji realan r
izmedu f(x) i f(p). Zbog monotonosti je r izmedu f(a) i f(b) pa postoji
realan ¢ € [a, b] takav da je f(c) = r. Opet zbog monotonosti, ¢ je
izmedu x i p (i razli¢it je od njih). No, to je u kontradikciji s x =~ p. [

(Usporedba s klasi¢nim dokazom.)
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Suma, produkt, kompozicija
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Teorem.
Neka su funkcije f, g neprekidne u r. Tada su i funkcije f + g, f — g, fg
neprekidne u r. Nadalje, ako je g(r) # 0, onda je i 1/g neprekidna u r.

Dokaz.
Neka je p &~ r i oznacimo ¢ := f(r) — f(p), 0 := g(r) — g(p). Zbog
neprekidnosti su €, d infinitezimali ili 0.

> (f+g)(r) — (f + g)(p) = € + 9, infinitezimal ili 0.
> (f —g)(r) — (f — g)(p) = e — 0, infinitezimal ili 0.
> (fg)(r) — (f8)(p) = f(r)g(r) — f(r)e(p) + f(r)e(p) — f(P)g(p) =
f(r)d + g(p)e, infinitezimal ili 0. (Zasto je g(p)e infinitezimal ili 07)
> (1/g)(r) — (1/g)(p) = —d/(g(r)g(p)), infinitezimal ili 0. (Zasto?)
O
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Zadatak.
1. f(x) = x je neprekidna.
2. Za svaki r, f(x) = r je neprekidna.

3. Svaki polinom je neprekidna funkcija.

Rjesenje.

(1) i (2) trivijalno. (3) dokazujemo indukcijom po stupnju polinoma.
Baza indukcije je (2). Pretpostavimo da je svaki polinom stupnja manjeg
od n neprekidan i neka je f polinom stupnja n. Tada je

f(x) = xg(x) +r,

pri ¢emu je g polinom stupnja manjeg od n, a r slobodan ¢lan polinoma
f. g je neprekidan po pretpostavci indukcije, a f je onda neprekidan zbog
prethodnog teorema. O

Filip Niksi¢

Neprekidne funkcije



Suma, produkt, kompozicija
00@000000

Teorem.
Neka su funkcije f, g neprekidne. Tada je i f o g neprekidna.

Dokaz.
Neka je x proizvoljan realan broj i p ~ x. Zbog neprekidnosti g vrijedi
g(x) = g(p). Primijetimo da je g(x) realan. Zbog neprekidnosti f dalje

vrijedi f(g(x)) ~ f(g(p))- O
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Zadatak.

X, X je racionalan
f(x) = o
—X, X je iracionalan

Funkcija f je neprekidna samo u tocki 0.

Rjesenje.

Neka je prvo p ~ 0. Tada je i —p ~ 0 pa je u svakom slucaju
f(p) = f(0). Dakle, f je neprekidna u 0.

Nadalje, neka je r # 0 proizvoljan (standardan) iracionalan broj i neka je
p ~ r neki hiperrealan broj takav da je p # r.
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Nastavak rjesenja.

Oznacimo li s Q relaciju ,biti racionalan”, sljede¢a recenica vrijedi u R pa
onda i u HR:

Vavb(a < b — Jc(Q(c) Na < c < b)).
Specijalno, postoji hiperracionalan broj q izmedu p i r. Za g sada vrijedi
ra~qi—r~ —q. Medutim, kad bi bilo —r = q, imali bismo —r ~ r, Sto

je nemoguce zbog r # 0. Zaklju¢ujemo f(r) % f(q) pa f ima prekid u r.
Analogno za racionalan r # 0. O
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Zadatak.

f(x) = (x> = 1)/(x*> + 1) je neprekidna.

RjeSenje.

Primijetimo da je f(x) = g(x) - (1/h(x)), pri &emu su g(x) = x> — 1,
h(x) = x> + 1. Kako su g i h polinomi, neprekidni su po dokazanom.

Sada neprekidnost f slijedi iz teorema o neprekidnosti sume i produkta
neprekidnih funkcija i &injenice da je h(x) # 0 za svaki x. O
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Zadatak.

f(x) = |x] je neprekidna.

Rjesenje.

Primijetimo da je f(x) = V/x2 = (g o h)(x), pri &emu je g(x) = /X,
h(x) = x2. Funkcije g i h su neprekidne po dokazanom pa je f

neprekidna zbog teorema o neprekidnosti kompozicije neprekidnih
funkcija. O

Zadatak.
Ako su f, g neprekidne u r i g(r) # 0, onda je f/g neprekidna u r.

Rjesenje.
(f/g)(x) = f(x)-(1/g(x)). Tvrdnja sada slijedi iz teorema o
neprekidnosti sume i produkta neprekidnih funkcija. O
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Definicija.
Skup X C R je interval ako i samo ako zasve a, b€ XiceR iz
a< c< bslijedi c € X.

Zadatak.

Ako je X interval i f neprekidna na X, onda je slika od f interval.

Dokaz.

Neka su a, b € R(f) i ¢ realni brojevi takvi da je a < ¢ < b. Postoje
realni d, e takvi da je f(d) = a, f(e) = b. Svakako je d # e.
Pretpostavimo da je d < e (sluéaj d > e je analogan). Tada je

[d, e] C X pa po jednom od prethodnih teorema postoji x € [d, €] takav
da je f(x) = c. No tada je c € R(f). O
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Zadatak.
Ako je f neprekidna na [a, b] i f(x) je realan za sve hiperrealne x € [a, b],
onda je f konstanta.

Rjesenje.
Neka je ¢ € [a, b], ¢ > a, realan broj. Pretpostavimo da je f(c) > f(a).
Tada je u R, a onda i u HR istinita sljedeca recenica:

Vy(f(a) <y <f(c) = Ix(a<x<cAf(x)=y)).

Specijalno, neka je e pozitivan infinitezimal. Tada za y = f(a) + ¢
postoji hiperrealan x, a < x < ¢ takav da je f(x) = f(a) + ¢, $to je
kontradikcija s pretpostavkom da je f(x) realan. Sli¢no, f(c) < f(a) vodi
do kontradikcije. Slijedi da je f(c) = f(a). O
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Zahvaljujem na paznji!

Ako imate pitanja, slobodno ih postavite, a ja Cu
pokusati odgovoriti na njih.
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