
Matemati�cka teorija ra�cunarstva

Zada�ca 1

Filip Nik�si�c

fniksic@gmail.com

21. studenog 2007.

Neoriginalni dio

Zadatak 1. Neka su R i S relacije ekvivalencije nad A. Doka�zite ili opovrgnite tvrdnje:

(a) R2 = A2 ⇔ R = A2

(b) RS = A2 ⇔ SR = A2

Rje�senje. Tvrdnja (a) trivijalno slijedi iz �cinjenice da za relaciju ekvivalencije R vrijedi

R2 = R.

Naime, pretpostavimo da je (x, y) ∈ R2, tj. da vrijedi x R2 y. Po de�niciji slijedi da

postoji z ∈ A tako da je x R z i z R y. No, kako je R tranzitivna relacija, to zna�ci da je

x R y.

Obrnuto, neka je x R y. Zbog re
eksivnosti relacije R imamo x R x pa zajedno s x R y

dobivamo x R2 y.

Doka�zimo tvrdnju (b). Primijetimo prvo da je �citav A2 simetri�cna relacija jer za sve

x, y ∈ A vrijedi i (x, y) ∈ A2 i (y, x) ∈ A2. Nadalje, na vje�zbama smo dokazali da je

(RS)τ = SτRτ.

Ako pretpostavimo RS = A2, imamo sljede�ci niz jednakosti:

A2 = (A2)τ = (RS)τ = SτRτ = SR .

Za posljednju jednakost smo iskoristili �cinjenicu da su R i S simetri�cne relacije.

Analogno iz SR = A2 slijedi RS = A2. �

Zadatak 2. De�nirajte pojam P-zatvorenja relacije R. Pronadite ekvivalencijsko za-

tvorenje relacije R. Doka�zite svoju tvrdnju.

Rje�senje. Neka je R relacija nad A. P-zatvorenje relacije R je najmanja relacija nad A

koja sadr�zi R i ima svojstvo P. (Naravno, mogu�ce je da takva relacija ne postoji.)

Poka�zimo da je ekvivalencijsko zatvorenje relacije R nad A dano s (R ∪ Rτ)?.

Po de�niciji operacije ? imamo I ⊆ (R ∪ Rτ)? pa je ta relacija re
eksivna.
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Da bismo dokazali simetri�cnost, doka�zimo prvo malo op�cenitiju tvrdnju: za proizvoljnu

relaciju Q nad A vrijedi (Q?)τ = (Qτ)?. Naime:

x (Q?)τ y ⇔ y Q? x⇔ y I x ili y Q x ili ∃n > 2, y Qn x⇔ x I y ili x Qτ y ili

∃n > 2, ∃c1, . . . , cn−1 ∈ A, y Q c1 Q . . . Q cn−1 Q x⇔ x I y ili x Qτ y ili

∃n > 2, ∃c1, . . . , cn−1 ∈ A, x Qτ cn−1 Qτ . . . Qτ c1 Qτ x⇔ x I y ili x Qτ y ili ∃n > 2, x (Qτ)n y⇔ x (Qτ)? y

Sad imamo
(
(R ∪ Rτ)?

)τ
=
(
(R ∪ Rτ)τ

)?
= (R ∪ Rτ)? pa je na�sa relacija simetri�cna.

Neka je x (R ∪ Rτ)? y i y (R ∪ Rτ)? z. Tad postoje n, m ∈ N tako da je x (R ∪ Rτ)n y i

y (R ∪ Rτ)m z pa vrijedi x (R ∪ Rτ)n+m z. Slijedi da je x (R ∪ Rτ)? z pa je na�sa relacija i

tranzitivna.

Dokazali smo da je (R ∪ Rτ)? relacija ekvivalencije. Pretpostavimo sad da je S relacija

ekvivalencije nad A takva da je R ⊆ S. Imamo Rτ ⊆ Sτ = S pa zaklju�cujemo da je

R ∪ Rτ ⊆ S.

Neka je x (R ∪ Rτ)? y. Slijedi da je x I y, ili x (R ∪ Rτ) y ili postoje n > 2 i elementi

c1, . . . , cn−1 ∈ A takvi da je x (R ∪ Rτ) c1 (R ∪ Rτ) . . . (R ∪ Rτ) cn−1 (R ∪ Rτ) y. Zbog

re
eksivnosti S imamo I ⊆ S. Ve�c smo vidjeli da je R ∪ Rτ ⊆ S pa slijedi da je x S y ili

postoje n > 2 i elementi c1, . . . , cn−1 ∈ A takvi da je x S c1 S . . . S cn−1 S y, tj. postoji

n > 1 takav da je x Sn y.

Matemati�ckom indukcijom dokazujemo da je Sn = S za n > 1. Za n = 1 tvrdnja je

trivijalna, a slu�caj n = 2 je ve�c pokazan u (a) dijelu zadatka 1. Pretpostavimo da je

Sn−1 = S za neki n > 1. Tad je Sn = SSn−1 = SS = S.

Dokazano koristimo da kona�cno zaklju�cimo da je x S y, tj. da je (R ∪ Rτ)? ⊆ S.

Prema tome, na�sa relacija (R ∪ Rτ)? je doista ekvivalencijsko zatvorenje relacije R. �

Zadatak 3. Doka�zite ili opovrgnite: ako su R i S relacije ekvivalencije, tad vrijedi:

RS = SR ⇔ R + S = RS

(R + S je najmanja relacija ekvivalencije koja sadr�zi R ∪ S.)

Rje�senje. Po prethodnom zadatku i zbog �cinjenice da su R i S relacije ekvivalencije

zaklju�cujemo da je R + S = (R ∪ S ∪ Rτ ∪ Sτ)? = (R ∪ S)?.

Pretpostavimo prvo da je RS = SR.

Poka�zimo prvo da je R ∪ S ⊆ RS. Naime x (R ∪ S) y povla�ci x R y ili x S y. U prvom

slu�caju zbog �cinjenice da je y S y (S je re
eksivna) imamo x RS y. Sli�cno, u drugom

slu�caju zbog x R x (R je re
eksivna) imamo x RS y.

Poka�zimo matemati�ckom indukcijom da je (RS)n = RS za sve n > 1. Za n = 1 tvrdnja

je trivijalna. Za n = 2 imamo (RS)2 = RSRS = RRSS = R2S2 = RS. Ovdje smo iskoristili

pretpostavku da je RS = SR i u prethodnim zadatcima dokazanu �cinjenicu da za relacije

ekvivalencije vrijedi R2 = R i S2 = S. Pretpostavimo sad da za neki n > 1 vrijedi

(RS)n−1 = RS. Tad je (RS)n = RS(RS)n−1 = RSRS = RS. Time je indukcija zavr�sena.
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Poka�zimo sad da je R + S ⊆ RS. Neka je x (R + S) y. Zbog zaklju�cka s po�cetka rje�senja

to zna�ci da je x I y, ili x (R ∪ S) y ili postoje n > 2 i elementi c1, . . . , cn−1 tako da je

x(R ∪ S)c1 (R ∪ S) . . .(R ∪ S)cn−1 (R ∪ S)y. Ako je xIy, tad je xRy (R je re
eksivna) pa

zajedno s y S y (S je re
eksivna) imamo x RS y. U ostalim slu�cajevima zbog R∪ S ⊆ RS

imamo da postoji n > 1 takav da je x (RS)n y. No, zbog (RS)n = RS zaklju�cujemo da

je i tad x RS y.

Poka�zimo da je RS ⊆ R + S. Naime, x RS y povla�ci da postoji z ∈ A takav da je x R z i

zSy. O�cito je tad x (R ∪ S)z i z (R ∪ S)y. Dalje, kako je R∪S ⊆ R+S, imamo x (R + S)z

i z (R + S)y. Kona�cno, zbog tranzitivnosti relacije ekvivalencije R+S slijedi x (R + S)y.

Time smo dokazali da je R + S = RS.

Pretpostavimo sad da vrijedi R+S = RS. Zbog simetri�cnosti relacija R+S, R i S imamo

R + S = (R + S)τ = (RS)τ = SτRτ = SR. Prema tome, imamo RS = SR. �

Zadatak 4. Postoji li za svaki par prirodnih brojeva (m,n) parcijalno ureden skup koji

ima to�cno m minimalnih i n maksimalnih elemenata? Ako je odgovor da, predlo�zite

konstrukciju jednog takvog skupa za op�cenite m i n.

Rje�senje. Postoji. Ukoliko je m = n = 0, trivijalan primjer takvog PUS-a je ∅.

Ukoliko je m = 0, a n 6= 0, uzmemo nekih n razli�citih iracionalnih brojeva x1, . . . , xn i

de�niramo uredaj P na skupu X = Z ∪A, gdje je A = {x1, . . . , xn}:

x P y ⇔ x = y ∨ (x ∈ Z ∧ y ∈ A) ∨ (x ∈ Z ∧ y ∈ Z ∧ x < y)

Na taj na�cin smo o�cito de�nirali parcijalno ureden skup (X,P) koji ima to�cno n mak-

simalnih elemenata.

Na sli�can na�cin postupimo ako je m 6= 0, a n = 0. Uzmemo skup od m razli�citih

iracionalnih brojeva A = {x1, . . . , xm} i de�niramo uredaj P na X = Z ∪A:

x P y ⇔ x = y ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ Z) ∨ (x ∈ Z ∧ y ∈ Z ∧ x < y)

Sad je (X,P) PUS s to�cno m minimalnih elemenata.

Ako je m 6= 0 i n 6= 0, uzmemo disjunktne skupove A i B s m, odnosno n elemenata.

De�niramo uredaj P na X = A ∪ B na sljede�ci na�cin:

x P y ⇔ x = y ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ B)

O�cito smo de�nirali PUS (X,P) s to�cno m minimalnih i to�cno n maksimalnih elemenata.

�

Zadatak 5. Postoji li parcijalno ureden skup koji nema ni najmanji ni najve�ci element,

a ima to�cno jedan minimalni i prebrojivo mnogo maksimalnih?

Rje�senje. Postoji. Neka je A = {(0, n) | n ∈ Z}, B = {(1, n) | n ∈ Z} i neka je C =
{√

2
}
.

De�niramo uredaj P na skupu X = A ∪ B ∪ C:

x P y ⇔ x = y ∨ (x = (0, n) ∈ A ∧ y = (0,m) ∈ A ∧ n < m) ∨ (x ∈ C ∧ y ∈ B)

Dobili smo PUS (X,P) u kojem ne postoji najve�ci ni najmanji element jer takav ne

postoji ni u (A,P) (taj PUS je sli�can sa (Z,6)). Jedini minimalni element je
√

2, a

svaki element iz B je maksimalan (a B je prebrojiv skup). �
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Zadatak 6. Neka je dan skup A s dvije binarne operacije × i ◦ na njemu koje su obje

komutativne i asocijativne te za koje vrijedi a×(a◦b) = a◦(a×b). De�niramo relaciju

P na A s

a P b ⇔ a× b = a .

Doka�zite da je P parcijalan uredaj!

Rje�senje. Izgleda da je zadatak krivo zadan. Naime, uzmimo da je A = Z, a obje

operacije × i ◦ neka budu + (zbrajanje cijelih brojeva). O�cito su obje komutativne i

asocijativne i vrijedi a× (a ◦ b) = a ◦ (a× b).

De�nirana relacija P o�cito nije re
eksivna. Naime o�cito nije 1 P 1 jer je 1 + 1 6= 1. No,

P nije ni ire
eksivna jer je 0 P 0. Naime, doista je 0 + 0 = 0. Prema tome, P nije ni

re
eksivan ni ire
eksivan parcijalan uredaj. �

Zadatak 7. Funkcija f : 2P → 2P , pri �cemu je P skup svih polinoma s cjelobrojnim

koe�cijentima stupnja 6 2 dana je s

f(S) =
{
U(p(x)) | p(x) ∈ S

}
pri �cemu je

U(p(x)) =

{
p ′(x), ako je deg(p(x)) 6= 0,

p(x) · x2, ako je deg(p(x)) = 0.

Doka�zite da je funkcija neprekidna te pronadite f-zatvorenje skupa {x}.

Rje�senje. Neka su Y ⊆ P i q(x) ∈ P proizvoljni.

Pretpostavimo da je q(x) ∈ f(Y) =
{
U(p(x)) | p(x) ∈ Y

}
. Tad postoji p(x) ∈ Y takav

da je q(x) = U(p(x)). Neka je A = {p(x)}. Tad je to kona�can podskup od Y i vrijedi

f(A) = {U(p(x))} = {q(x)}. Prema tome, q(x) ∈ f(A).

Obrnuto, pretpostavimo da postoji kona�can A ⊆ Y takav da je q(x) ∈ f(A). Kako je

f(A) = {U(p(x)) | p(x) ∈ A} ⊆ {U(p(x)) | p(x) ∈ Y} = f(Y), to je q(x) ∈ f(Y).

Dakle, funkcija f je skupovno neprekidna.

De�nirajmo f : 2P → 2P s f(Y) = {x} ∪ f(Y). Prema teoremu s vje�zbi, f-zatvorenje od

{x} je skup �x f =
⋃∞

n=0 f
n
(∅).

f
0
(∅) = id(∅) = ∅

f
1
(∅) = {x} ∪ f(∅) = {x}

f
2
(∅) = f({x}) = {x} ∪ f({x}) = {x} ∪ {1}

f
3
(∅) = f({1, x}) = {x} ∪ {1, x2}

f
4
(∅) = f({1, x, x2}) = {x} ∪ {1, 2x, x2}

f
5
(∅) = {x} ∪ {1, 2, 2x, x2}

f
6
(∅) = {x} ∪ {1, 2, 2x, x2, 2x2}

f
7
(∅) = {x} ∪ {1, 2, 2x, 4x, x2, 2x2}
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Doka�zimo matemati�ckom indukcijom da za svaki n > 1 vrijedi:

f
3n

(∅) =
⋃

06k<n

{2k, 2kx, 2kx2}

f
3n+1

(∅) = {2nx} ∪
⋃

06k<n

{2k, 2kx, 2kx2}

f
3n+2

(∅) = {2n, 2nx} ∪
⋃

06k<n

{2k, 2kx, 2kx2}

Baza je provjerena. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 1. Tad imamo:

f
3(n+1)

= f
(
f
3n+2)

= f
(
{2n, 2nx} ∪

⋃
06k<n

{2k, 2kx, 2kx2}
)

= {x} ∪ {2nx2, 2n} ∪
⋃

06k<n

{2kx2, 2k, 2k+1x}

=
⋃

06k<n+1

{2k, 2kx, 2kx2}

f
3(n+1)+1

= f
(
f
3(n+1))

= f
( ⋃

06k<n+1

{2k, 2kx, 2kx2}
)

= {x} ∪
⋃

06k<n+1

{2kx2, 2k, 2k+1x}

= {2n+1x} ∪
⋃

06k<n+1

{2k, 2kx, 2kx2}

f
3(n+1)+2

= f
(
f
3(n+1)+1)

= f
(
{2n+1x} ∪

⋃
06k<n+1

{2k, 2kx, 2kx2}
)

= {x} ∪ {2n+1} ∪
⋃

06k<n+1

{2kx2, 2k, 2k+1x}

= {2n+1, 2n+1x} ∪
⋃

06k<n+1

{2k, 2kx, 2kx2}

Time je indukcija zavr�sena.

Sad o�cito slijedi da je f-zatvorenje od {x} skup:

�x f = ∅ ∪
∞⋃

n=1

f
n
(∅) =

∞⋃
n=0

{2n, 2nx, 2nx2} .

�

Zadatak 8. Funkcija f : 2N → 2N dana je s

f(S) =
{
J(x) | x ∈ S

}
pri �cemu je J : N → N funkcija bitovnog cikli�ckog posmaka, odnosno

J
(
(anan−1 . . . a1a0)2

)
= (a0anan−1 . . . a1)2 .

Je li funkcija f neprekidna? Postoji li X ⊆ N, |X| > 3, takav da je f-zatvorenje od X

kona�can skup? Ako da, pronadite (najmanje) jedan takav X te njegovo f-zatvorenje.
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Rje�senje. Napomena: Originalno je u tekstu zadatka stajala o�cita gre�ska u de�ni-

ciji funkcije J. Naime, pisalo je

J
(
(anan−1 . . . a0)2

)
= (a0an−1an−2 . . . an)2 .

�Cak i da zadr�zimo tako zadanu funkciju J, pro�sla bi ista argumentacija za rje�senje.

Neka su Y ⊆ N i y ∈ N proizvoljni.

Pretpostavimo da je y ∈ f(Y) =
{
J(x) | x ∈ Y

}
. Tad postoji x ∈ N takav da je y = J(x).

Neka je A = {x}. Tad je to kona�can podskup od Y i vrijedi f(A) = {J(x)} = {y}. Prema

tome, y ∈ f(A).

Obrnuto, pretpostavimo da postoji kona�can A ⊆ Y takav da je y ∈ f(A). Kako je

f(A) = {J(x) | x ∈ A} ⊆ {J(x) | x ∈ Y} = f(Y), to je y ∈ f(Y).

Dakle, funkcija f je skupovno neprekidna.

Pogledajmo �sto se dogada ako uzmemo X = {1, 2, 3, 4}. De�niramo f(S) = X ∪ f(S) i

tra�zimo �x f:

f
0
(∅) = id(∅) = ∅

f
1
(∅) = {1, 2, 3, 4} ∪ f(∅) = {1, 2, 3, 4}

f
2
(∅) = f({1, 2, 3, 4}) = {1, 2, 3, 4} ∪ f({1, 2, 3, 4}) = {1, 2, 3, 4} ∪ {1, 1, 3, 2} = {1, 2, 3, 4}

Jasno je da �ce i svaka sljede�ca iteracija funkcije f dati skup {1, 2, 3, 4} pa zaklju�cujemo

da je �x f = {1, 2, 3, 4}. �

Zadatak 9. Funkcija f : 2N2 → 2N2
de�nirana je s f(S) = RS. Je li funkcija f nepre-

kidna? Ako je neprekidna, pronadite f-zatvorenje od R.

Rje�senje. Neka su Y ⊆ N2 i (x, y) ∈ N2 proizvoljni.

Pretpostavimo da je (x, y) ∈ f(Y) = RY. Tad postoji z ∈ N takav da je x R z i z Y y.

Neka je A = {(z, y)}. Tad je to kona�can podskup od Y i vrijedi x RA y. Prema tome,

(x, y) ∈ f(A).

Obrnuto, pretpostavimo da postoji kona�can A ⊆ Y takav da je (x, y) ∈ f(A), tj. x RA y.

Tad postoji z ∈ N takav da je xRz i zAy. No, A ⊆ Y pa je i zY y. Prema tome, imamo

x RY y, tj. (x, y) ∈ f(Y).

Dakle, funkcija f je skupovno neprekidna.

De�nirajmo f : 2N2 → 2N2
s f(Y) = R∪ f(Y). Prema teoremu s vje�zbi, f-zatvorenje od R

je skup �x f =
⋃∞

n=0 f
n
(∅).

f
0
(∅) = id(∅) = ∅

f
1
(∅) = R ∪ f(∅) = R

f
2
(∅) = f(R) = R ∪ f(R) = R ∪ R2

f
3
(∅) = f(R ∪ R2) = R ∪ R(R ∪ R2)

Prvo pogledajmo �sto je R(R ∪ R2):

(x, y) ∈ R(R ∪ R2) ⇔ ∃z ∈ N, x R z i (z R y ili z R2 y)⇔ ∃z ∈ N, (x R z i z R y) ili (x R z i z R2 y)⇔ x R2 y ili x R3 y⇔ x (R2 ∪ R3) y
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Doka�zimo matemati�ckom indukcijom da za svaki n > 1 vrijedi f
n
(∅) =

⋃n
k=1 Rk. Bazu

smo ve�c provjerili. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 1. Tad imamo:

f
n+1

(∅) = f
(
f
n
(∅)
)

= f

(
n⋃

k=1

Rk

)
= R ∪ R

(
n⋃

k=1

Rk

)
=

n+1⋃
k=1

Rk

Zaklju�civanje u zadnjem koraku je analogno onom za R(R ∪ R2) = R2 ∪ R3. Ako bismo

htjeli biti sasvim rigorozni, i to bismo mogli dokazati matemati�ckom indukcijom.

Kona�cno, imamo da je �x f = ∅ ∪
⋃∞

n=1

⋃n
k=1 Rk = R+. Dakle, f-zatvorenje od R je

R+. �

Originalni dio

Zadatak 1 (10 bodova). Relaciju f ⊆ A × B zovemo funkcijom s A u B i pi�semo

f : A → B ako za svaki x ∈ A postoji y ∈ B takav da je (x, y) ∈ f i za sve x ∈ A,

y1, y2 ∈ B pretpostavka (x, y1) ∈ f i (x, y2) ∈ f povla�ci y1 = y2. Umjesto (x, y) ∈ f

obi�cno pi�semo f(x) = y.

Doka�zite da je presjek, odnosno unija dvije funkcije f1, f2 : A → B funkcija s A u B ako

i samo ako je f1 = f2.

Rje�senje. Pretpostavimo da je f1 ∪ f2 funkcija s A u B. Neka je (x, y) ∈ f1 proizvoljan.

Budu�ci da je f2 funkcija s A u B, postoji y ′ ∈ B takav da je (x, y ′) ∈ f2. No tad je

(x, y) ∈ (f1 ∪ f2) i (x, y ′) ∈ (f1 ∪ f2) pa, budu�ci da je f1 ∪ f2 funkcija, imamo y = y ′.

Slijedi da je (x, y) ∈ f2, tj. f1 ⊆ f2. Analogno, f2 ⊆ f1 pa je f1 = f2.

Pretpostavimo da je f1 ∩ f2 funkcija s A u B i (x, y) ∈ f1 proizvoljan. f1 ∩ f2 je funkcija

s A u B pa postoji y ′ ∈ B takav da je (x, y ′) ∈ (f1 ∩ f2). Kako je f1 ∩ f2 ⊆ f1, imamo

(x, y ′) ∈ f1 pa zbog �cinjenice da je f1 funkcija zaklju�cujemo y = y ′. Kako vrijedi i

f1 ∩ f2 ⊆ f2, imamo (x, y) = (x, y ′) ∈ f2. Analogno, f2 ⊆ f1 pa je f1 = f2.

Obrnuto, ako je f1 = f2, onda je f1 ∪ f2 = f1 ∩ f2 = f1 = f2 pa su sve navedene relacije

funkcije s A u B. �

Zadatak 2 (15 bodova). Neka je (A,6) parcijalno ureden skup koji nije dobro ute-

meljen. Pronadite svojstvo P takvo da za svaki x ∈ A pretpostavka da za svaki y < x

vrijedi P(y) povla�ci P(x), i da postoji z ∈ A takav da nije P(z). Drugim rije�cima,

poka�zite da za (A,6) ne vrijedi princip indukcije.

Nadalje, doka�zite da je parcijalni uredaj (B, 6) dobro utemeljen ako i samo ako svaki

lanac u B ima najmanji element.

Rje�senje. Budu�ci da (A,6) nije dobro utemeljen, postoji prebrojiv beskona�can strogo

padaju�ci lanac x0 > x1 > x2 > . . . Neka je S = {xn | n ∈ N} ⊆ A. O�cito u S ne postoji

minimalan element.

Neka je svojstvo P(x): x ∈ A\S. Uzmimo proizvoljan x ∈ A i pretpostavimo da za

y < x vrijedi P(y), tj. y ∈ A\S. Kad bi bilo x ∈ S, tad bi x bio minimalan element u S,

budu�ci da su svi elementi koji su manji od x izvan S. No to je nemogu�ce pa je x ∈ A\S,

tj. vrijedi P(x).

Medutim, o�cito je S neprazan (beskona�can je) pa postoji z ∈ S. No, za taj z onda nije

P(z).
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Uzmimo sad parcijalno ureden skup (B, 6). Ako svaki lanac u B ima najmanji element,

tad o�cito ne postoji prebrojiv beskona�can strogo padaju�ci lanac u B (takav ne bi imao

najmanji element). Prema tome, B je dobro utemeljen.

Obrnuto, pretpostavimo da je B dobro utemeljen i neka je S ⊆ B proizvoljan neprazan

podskup. Neka je x0 ∈ S. Kad S ne bi imao minimalan element, za x0 bi postojao x1 ∈ S

takav da je x0 > x1. Dalje, za x1 bi postojao x2 ∈ S takav da je x1 > x2. Koriste�ci

aksiom izbora, na taj na�cin konstruiramo strogo padaju�ci lanac x0 > x1 > x2 > . . . u

S ⊆ A. No to je nemogu�ce zbog dobre utemeljenosti A. Prema tome, S ima minimalan

element.

Specijalno, svaki lanac L ⊆ A ima minimalan element. No, ako je x minimalan u L, tad

u L nema manjeg elementa od x. Kako su u L svi elementi usporedivi, to zna�ci da su

svi elementi u L koji su razli�citi od x ve�ci od x. Prema tome, x je najmanji element u

L. �

Zadatak 3 (10 bodova). Ozna�cimo s P ⊆ N skup svih prostih brojeva. Neka je f :

2N → 2N zadana s f(S) = {U(x) | x ∈ S} gdje je

U(x) = min(P\{0, 1, . . . , x}) .

Je li f neprekidna? Ako je, pronadite f-zatvorenje skupa {2}.

Rje�senje. Neka su Y ⊆ N i y ∈ N proizvoljni.

Pretpostavimo da je y ∈ f(Y). Tad postoji x ∈ N takav da je y = U(x). Prema tome,

za A = {x} ⊆ Y je y ∈ f(A) = {U(x)} = {y}.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji kona�can A ⊆ Y takav da je y ∈ f(A). Zbog f(A) =

{U(x) | x ∈ A} ⊆ {U(x) | x ∈ Y} = f(Y) imamo y ∈ f(Y).

De�nirajmo f(X) = {2} ∪ f(X). Imamo:

f
0
(∅) = id(∅) = ∅

f
1
(∅) = {2} ∪ f(∅) = {2}

f
2
(∅) = {2} ∪ f({2}) = {2, 3}

f
3
(∅) = {2} ∪ f({2, 3}) = {2, 3, 5}

Doka�zimo indukcijom da je f
n
(∅) = {prvih n prostih brojeva}. Bazu smo provjerili;

pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N.

f
n+1

(∅) = {2} ∪ f({2, 3, 5, . . . , pn}) = {2} ∪ {3, 5, . . . , pn, pn+1}

Time je indukcija zavr�sena.

Prema tome, zaklju�cujemo da je f-zatvorenje skupa {2} jednako �x f =
⋃∞

n=0 f
n
(∅) =

P. �
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