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Neoriginalni dio

Zadatak 1. Neka su R i S relacije ekvivalencije nad A. Dokazite ili opovrgnite tvrdnje:

(a) R?=A%? & R=A?

(b) RS=A%2 & SR=A?

RjeSenje. Tvrdnja (a) trivijalno slijedi iz ¢injenice da za relaciju ekvivalencije R vrijedi
RZ=R.

Naime, pretpostavimo da je (x,y) € R?, tj. da vrijedi x R?y. Po definiciji slijedi da
postoji z € A tako da je x Rz i zRvy. No, kako je R tranzitivna relacija, to znaci da je
x Ry.

Obrnuto, neka je x Ry. Zbog refleksivnosti relacije R imamo x R x pa zajedno s x Ry
dobivamo x R?y.

Dokazimo tvrdnju (b). Primijetimo prvo da je ¢itav A2 simetri¢na relacija jer za sve
X,y € A vrijedi i (x,y) € A?1i (y,x) € A2 Nadalje, na viezbama smo dokazali da je
(RS)T = STR™.

Ako pretpostavimo RS = A?, imamo sljedeéi niz jednakosti:

A? = (A?)T = (RS)T = STR™ = SR.
Za posljednju jednakost smo iskoristili ¢injenicu da su R i S simetri¢ne relacije.
Analogno iz SR = A? slijedi RS = AZ. |
Zadatak 2. Definirajte pojam P-zatvorenja relacije R. Pronadite ekvivalencijsko za-

tvorenje relacije R. Dokazite svoju tvrdnju.

RjesSenje. Neka je R relacija nad A. P-zatvorenje relacije R je najmanja relacija nad A
koja sadrzi R i ima svojstvo P. (Naravno, mogude je da takva relacija ne postoji.)

Pokazimo da je ekvivalencijsko zatvorenje relacije R nad A dano s (RUR™)*.

Po definiciji operacije * imamo [ C (RU R™)* pa je ta relacija refleksivna.



Filip Nik§i¢ MTR~-Zadaca 1

Da bismo dokazali simetri¢nost, dokazimo prvo malo opéenitiju tvrdnju: za proizvoljnu
relaciju Q nad A vrijedi (Q*)™ = (Q™)*. Naime:

x(Q1)y & yQ x
S ylx ii yQx ili In>2, yQtx
&S xIy il xQTy il
In>2 deq,...,cn1 €A, yYQce1 Q... Qcn1Qx
&S xIy il xQTy il
In>2 Jeq,.. 1 €A, xQ 1 Q... Q%1 QT x

S xIy i xQTy ili In>2, x(QY"y

& x(QYy
Sad imamo ((RUR™)*)" = ((RUR™)T)" = (RUR")* pa je nasa relacija simetri¢na.
Neka je x (RURT)*y iy (RURT)* z. Tad postoje n,m € N tako da je x (RURT)™"y i
y (RURT)™z pa vrijedi x (RURT)™™ 2z, Slijedi da je x (RURT)* z pa je nasa relacija i
tranzitivna.
Dokazali smo da je (R U R™)* relacija ekvivalencije. Pretpostavimo sad da je S relacija
ekvivalencije nad A takva da je R C S. Imamo R™ C ST = S pa zaklju¢ujemo da je
RURTCS.
Neka je x (RURT)*y. Slijedi da je x Iy, ili x (RURT) y ili postoje n > 2 i elementi
Cl,-..,Cn1 € A takvi da je x (RUR") ¢y (RURT) ... (RUR") ¢n,_1 (RUR") y. Zbog
refleksivnosti S imamo I C S. Veé smo vidjeli da je RUR™ C S pa slijedi da je x Sy ili
postoje n > 2 i elementi ¢q,...,cn1 € A takvidajexSc1S...Scn 1Sy, tj. postoji
n > 1 takav da je x S"y.
Matematickom indukcijom dokazujemo da je S™ =S zan > 1. Zan = 1 tvrdnja je

trivijalna, a slu¢aj n = 2 je ve¢ pokazan u (a) dijelu zadatka 1. Pretpostavimo da je
S 1 =S zanekin>1 Tadje S" =SS"' =SS =5.

Dokazano koristimo da konaé¢no zaklju¢imo da je x Sy, tj. da je (RURT)* C S.

Prema tome, nasa relacija (R U R™)* je doista ekvivalencijsko zatvorenje relacije R. W
Zadatak 3. Dokazite ili opovrgnite: ako su R i S relacije ekvivalencije, tad vrijedi:
RS=SR & R+S§5=RS

(R+ S je najmanja relacija ekvivalencije koja sadrzi RUS.)

Rjesenje. Po prethodnom zadatku i zbog Cinjenice da su R i S relacije ekvivalencije
zakljuCujemo da je R+ S = (RUSURTUST)* = (RUS)*.

Pretpostavimo prvo da je RS = SR.

Pokazimo prvo da je RUS C RS. Naime x (RUS)y povla¢i x Ry ili x Sy. U prvom
slu¢aju zbog Cinjenice da je y Sy (S je refleksivna) imamo x RS y. Sli¢no, u drugom
slu¢aju zbog x Rx (R je refleksivna) imamo x RS y.

Pokazimo matemati¢kom indukcijom da je (RS)™ = RS za sve n > 1. Za n = 1 tvrdnja
je trivijalna. Za n = 2 imamo (RS)%? = RSRS = RRSS = R?S? = RS. Ovdje smo iskoristili
pretpostavku da je RS = SR i u prethodnim zadatcima dokazanu Cinjenicu da za relacije
ekvivalencije vrijedi R2 = R i S = S. Pretpostavimo sad da za neki n > 1 vrijedi
(RS)™1 = RS. Tad je (RS)™ = RS(RS)™ ! = RSRS = RS. Time je indukcija zavriena.
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Pokazimo sad da je R+ S C RS. Neka je x (R+ S)y. Zbog zakljucka s pocetka rjeSenja
to znaci da je x Iy, ili x (RUS) y ili postoje n > 2 i elementi c1,...,cn 7 tako da je
x(RUS)c1(RUS)...(RUS)cn—1(RUS)y. Ako je xIy, tad je xRy (R je refleksivna) pa
zajedno s y Sy (S je refleksivna) imamo x RSy. U ostalim slucajevima zbog RUS C RS
imamo da postoji n > 1 takav da je x (RS)™y. No, zbog (RS)™ = RS zakljucujemo da
jeitad xRSy.

Pokazimo da je RS C R+ S. Naime, x RSy povlaéi da postoji z € A takav da je xRzi
zSy. Ocito jetad x (RUS)ziz(RUS)y. Dalje, kako je RUS C R+S, imamo x(R+ S)z
iz(R+ S)y. Konacno, zbog tranzitivnosti relacije ekvivalencije R+ S slijedi x (R + S)y.

Time smo dokazali da je R+ S = RS.
Pretpostavimo sad da vrijedi R+S = RS. Zbog simetri¢nosti relacija R+S, Ri S imamo
R+S=(R+S)"=(RS)T =S™R™ = SR. Prema tome, imamo RS = SR. [ |

Zadatak 4. Postoji li za svaki par prirodnih brojeva (m,n) parcijalno ureden skup koji
ima to¢no m minimalnih i n maksimalnih elemenata? Ako je odgovor da, predlozite
konstrukciju jednog takvog skupa za opéenite m i n.

Rjesenge. Postoji. Ukoliko je m =n = 0, trivijalan primjer takvog PUS-a je <.

Ukoliko je m =0, a n # 0, uzmemo nekih n razli¢itih iracionalnih brojeva x1, ..., xn i
definiramo uredaj < na skupu X =Z U A, gdje je A ={x1,...,Xn}

xdy & x=yV x€ZAyYyeA)V (xeZANyeZAx<y)

Na taj naCin smo oCito definirali parcijalno ureden skup (X, <) koji ima to¢no n mak-
simalnih elemenata.

Na sli¢an nacin postupimo ako je m # 0, a n = 0. Uzmemo skup od m razli¢itih
iracionalnih brojeva A ={x1,...,%m} i definiramo uredaj < na X =Z UA:

xdy & x=yV XeEAAYeZ)V x€eZNyYyeZNAx<y)

Sad je (X, ) PUS s totno m minimalnih elemenata.

Ako je m # 0in # 0, uzmemo disjunktne skupove A i B s m, odnosno n elemenata.
Definiramo uredaj << na X = A U B na sljedeéi naéin:

xdy & x=y V (xe AAy € B)

Otito smo definirali PUS (X, <) s to¢no m minimalnih i toéno n maksimalnih elemenata.
[ |

Zadatak 5. Postoji li parcijalno ureden skup koji nema ni najmanji ni najveéi element,
a ima to¢no jedan minimalni i prebrojivo mnogo maksimalnih?

RjeSenje. Postoji. Nekaje A ={(0,n) |n € Z}, B={(1,n) [n € Z}ineka je C = {V2}.
Definiramo uredaj < na skupu X=AUBUC:

xdy & x=yV x=0necAAy=0m eAAn<m) V (xe CAye€B)

Dobili smo PUS (X, <) u kojem ne postoji najveéi ni najmanji element jer takav ne
postoji ni u (A, <) (taj PUS je slican sa (Z,<)). Jedini minimalni element je v/2, a
svaki element iz B je maksimalan (a B je prebrojiv skup). [ |
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Zadatak 6. Neka je dan skup A s dvije binarne operacije x i o na njemu koje su obje
komutativne i asocijativne te za koje vrijedi a X (aob) = ao(a xb). Definiramo relaciju
< naAs

adb & axb=a.

Dokazite da je < parcijalan uredaj!

Rjesenje. Izgleda da je zadatak krivo zadan. Naime, uzmimo da je A = Z, a obje
operacije x i o neka budu + (zbrajanje cijelih brojeva). O¢ito su obje komutativne i
asocijativne i vrijedi a x (aob)=ao(a x b).

Definirana relacija < o€ito nije refleksivna. Naime o¢ito nije 1 <1 jer je 1+ 1 # 1. No,
< nije ni irefleksivna jer je 0 < 0. Naime, doista je 0 +0 = 0. Prema tome, < nije ni
refleksivan ni irefleksivan parcijalan uredaj. ]

Zadatak 7. Funkcija f : 2P — 27, pri ¢emu je P skup svih polinoma s cjelobrojnim
koeficijentima stupnja < 2 dana je s

={U(p(x)) [ p(x) € S}
pri ¢emu je
p'(x), ako je deg(p(x)) # 0,

2

u =
(Px) {P(x) -x*, ako je deg(p(x)) =0.

Dokazite da je funkcija neprekidna te pronadite f-zatvorenje skupa {x}.

RjeSenje. Nekasu YC P i q(x) epP proizvoljni.

Pretpostavimo da je q(x) € = {U(p(x)) | p(x) € Y}. Tad postoji p(x) € Y takav
da je q(x) = U(p(x)). Neka Je A {p(x )} Tad je to konacan podskup od Y i vrijedi

f(A) ={U(p(x))} ={q(x)}. Prema tome, q(x) € f(A).

Obrnuto, pretpostavimo da postoji konatan A C Y takav da je q(x) € f(A). Kako je
f(A) ={U(p(x)) | p(x) € A} S{U(p(x)) | p(x) € Y} =1(Y), to je q(x) € f(Y).

Dakle, funkcija f je skupovno neprekidna.

Definirajmo f : 27 — 27 s f(Y) = {x} U f(Y). Prema teoremu s vjezbi, f-zatvorenje od
{x} je skup fix f = J= ,f (2).

(@) =id(2) =2

fl(2) = (x}Uf(2) = (x}

(@) = T(1x) = b U () = X u (1)
Plo) =F({1,x}) =[x u{l,x%
@) = F({1,%,x2) = (x} U{T, 2x,x?}
(o) = (x}U{1,2,2x,x%)

?6(®) (x}U{1,2,2x, x?, 2x*}
(@) = (x}U{1,2,2x, 4x, x2, 2x2)
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Dokazimo matemati¢kom indukcijom da za svaki n > 1 vrijedi:

Mo = | 252% 2%

o<k<n
Pl o) =2mgu (2% 2% 2%
0<k<n
P ) =2 2au | 25 2%, 293
o<k<n

Baza je provjerena. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 1. Tad imamo:

=f(2n 2o | (252%,2%%)

o<k<n
={xju2™i 2o (| 2% 25 2
0<k<n
= |J 252%2%%
o<k<n+1
=f( | 2%2%,2%%)
o<k<n+1
=u | @%4292
o<k<n+1
=2vu | 22%,2%%
o<k<n+1
¥3(TL+])+2 _ ¥(¥3(ﬂ+”+1)

=f(2™"u | (252%,2%%)
o<k<n+1

::{X}LJ{2n+1}LJ LJ {zkxz)zk)zk+1x}
o<k<n+1

::{2n+1,2n+1X}LJ LJ {Zk)zkx,szZ}
ogk<n+1
Time je indukcija zavrSena.
Sad ocito slijedi da je f-zatvorenje od {x} skup:

(e 9] o
fixf=ouU | (2)=J2"2"2™%.

n=1 n=0

Zadatak 8. Funkcija f: 2N — 2V dana je s
f(S)={J(x) | x € S}
pri Cemu je J : N — N funkcija bitovnog ciklickog posmaka, odnosno
J((anan—1...a100)2) = (apanan_i...a1)s.

Je li funkcija f neprekidna? Postoji li X C N, |X| > 3, takav da je f-zatvorenje od X
konatan skup? Ako da, pronadite (najmanje) jedan takav X te njegovo f-zatvorenje.
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Rjesenje. Napomena: Originalno je u tekstu zadatka stajala ocCita greska u defini-
¢yt funkcije J. Nawme, pisalo je

J((anan—1...a0)2) = (apan_1Gn—2...an)2.
Cak i da zadrzimo tako zadanu funkciju J, prosla bi ista argumentacija za rieienje.
Neka su Y C N iy € N proizvoljni.
Pretpostavimo da je y € f(Y) = {J(x) | x € Y}. Tad postoji x € N takav da je y = J(x).
Neka je A = {x}. Tad je to konacan podskup od Y i vrijedi f(A) = {J(x)} = {y}. Prema
tome, y € f(A).
Obrnuto, pretpostavimo da postoji konatan A C Y takav da je y € f(A). Kako je
f(A) ={J(x) [ x € A} C{J(x) | x € Y} =1(Y), to je y € f(Y).
Dakle, funkcija f je skupovno neprekidna.
Pogledajmo §to se dogada ako uzmemo X = {1,2,3,4}. Definiramo f(S) = X U f(S) i
trazimo fix f:

o) ={1,2,3,4Uf(2) ={1,2,3,4)

Plo) =T7((1,2,3,4) ={1,2,3,4)Uf((1,2,3,4}) = {1,2,3,4}U{1,1,3,2) = (1,2,3,4}

Jasno je da ée i svaka sljedeéa iteracija funkcije f dati skup {1,2,3,4} pa zaklju¢ujemo
da je fixf ={1,2,3,4}. [ |

Zadatak 9. Funkcija f : 2¥ — 2V definirana je s f(S) = RS. Je li funkcija f nepre-
kidna? Ako je neprekidna, pronadite f-zatvorenje od R.

Rjesenje. Neka su Y C N2 i (x,y) € N? proizvoljni.

Pretpostavimo da je (x,y) € f(Y) = RY. Tad postoji z € N takav da je xRz izYy.
Neka je A = {(z,y)}. Tad je to konatan podskup od Y i vrijedi x RA y. Prema tome,
(x,y) € f(A).

Obrnuto, pretpostavimo da postoji konacan A C Y takav da je (x,y) € f(A), tj. x RAy.
Tad postoji z € N takav da je xRzizAy. No, A C Y pajeizYy. Prema tome, imamo
x RY vy, tj. (x,y) € f(Y).

Dakle, funkcija f je skupovno neprekidna.

Definirajmo f : 2N — 2% s f(Y) = RUf(Y). Prema teoremu s vjezbi, f-zatvorenje od R
je skup fix f = U=, (2).

f(o)=ido) =9

¥](®) =RUf(@) =R

(@) = f(R) = RU f(R) = RU R?
(@) = f(RUR?) = RUR(RUR?)

Prvo pogledajmo §to je R(R U R?):
(x,y) €ER(RUR?) & 3zeN, xRzi(zRyili zR?y)
& JzeN, (xRzizRy)ili (xRzizR%y)
& xRy ili xR3y
& x (RPURYy
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Dokazimo matematickom indukcijom da za svaki n > 1 vrijedi T (@) = Ui, R¥. Bazu
smo veé provjerili. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 1. Tad imamo:

n n n+1
(o) =1(T(2)) :f< U Rk> =RU R( U Rk> = [JR¥
k=1 k=1 k=1

Zakljugivanje u zadnjem koraku je analogno onom za R(R U R?) = RZU R3. Ako bismo
htjeli biti sasvim rigorozni, i to bismo mogli dokazati matemati¢kom indukcijom.

Konaéno, imamo da je fixf = o UUX , Up_; R* = R". Dakle, f-zatvorenje od R je
RT. [ |

Originalni dio

Zadatak 1 (10 bodova). Relaciju f C A x B zovemo funkcijom s A u B i piSemo
f: A — B ako za svaki x € A postoji y € B takav da je (x,y) € fizasve x € A,
y1,Y2 € B pretpostavka (x,y1) € f1i (x,y2) € f povlali y; = y2. Umjesto (x,y) € f
obi¢no piSemo f(x) = y.

Dokazite da je presjek, odnosno unija dvije funkcije f1,f, : A — B funkcija s A u B ako
i samo ako je f; = f».

RjeSenje. Pretpostavimo da je f;Uf;, funkcija s A u B. Neka je (x,y) € f1 proizvoljan.
Bududéi da je f, funkcija s A u B, postoji y’ € B takav da je (x,y’) € f,. No tad je
(x,y) € (f1Ufy) 1 (x,y’) € (f; U ;) pa, buduéi da je f; U f, funkcija, imamo y = y'.
Slijedi da je (x,y) € f, tj. f1 C f,. Analogno, f, C f; pa je f1 = fa.

Pretpostavimo da je f; N f, funkcijas A u B i (x,y) € f; proizvoljan. f; Nf; je funkcija
s A u B pa postoji y’ € B takav da je (x,y’) € (f; N f2). Kako je f; N f, C f;, imamo
(x,y’) € f; pa zbog Cinjenice da je f; funkcija zakljuéujemo y = y’. Kako vrijedi i
f1 N fy C 1y, imamo (x,y) = (x,y’) € f,. Analogno, f, C 1 pa je f1 = f.

Obrnuto, ako je f; = f, onda je f; Uf, = f;Nf, =f; =f, pa su sve navedene relacije
funkcije s A u B. [ ]

Zadatak 2 (15 bodova). Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji nije dobro ute-
meljen. Pronadite svojstvo P takvo da za svaki x € A pretpostavka da za svaki y < x
vrijedi P(y) povladi P(x), i da postoji z € A takav da nije P(z). Drugim rije¢ima,
pokazite da za (A, <) ne vrijedi princip indukcije.

Nadalje, dokazite da je parcijalni uredaj (B, <) dobro utemeljen ako i samo ako svaki
lanac u B ima najmanji element.

RjeSenje. Buduéi da (A, <) nije dobro utemeljen, postoji prebrojiv beskonacan strogo
padajuéi lanac xg > x7 > x2 > ... Neka je S = {x, | n € N} C A. O¢ito u S ne postoji
minimalan element.

Neka je svojstvo P(x): x € A\S. Uzmimo proizvoljan x € A i pretpostavimo da za
y < x vrijedi P(y), tj. y € A\S. Kad bi bilo x € S, tad bi x bio minimalan element u S,
buduéi da su svi elementi koji su manji od x izvan S. No to je nemoguce pa je x € A\S,
tj. vrijedi P(x).

Medutim, o€ito je S neprazan (beskonacan je) pa postoji z € S. No, za taj z onda nije
P(z).
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Uzmimo sad parcijalno ureden skup (B, <). Ako svaki lanac u B ima najmanji element,
tad otito ne postoji prebrojiv beskonaan strogo padajuéi lanac u B (takav ne bi imao
najmanji element). Prema tome, B je dobro utemeljen.

Obrnuto, pretpostavimo da je B dobro utemeljen i neka je S C B proizvoljan neprazan
podskup. Neka je xo € S. Kad S ne bi imao minimalan element, za x( bi postojao x1 € S
takav da je xo > x;. Dalje, za x1 bi postojao x, € S takav da je x; > x,. Koristeéi
aksiom izbora, na taj na¢in konstruiramo strogo padajuéi lanac xo > x1 > x2 > ... 1
S C A. No to je nemoguce zbog dobre utemeljenosti A. Prema tome, S ima minimalan
element.

Specijalno, svaki lanac L C A ima minimalan element. No, ako je x minimalan u L, tad
u L nema manjeg elementa od x. Kako su u L svi elementi usporedivi, to znaci da su
svi elementi u L koji su razli¢iti od x veci od x. Prema tome, x je najmanji element u
L. [ |

Zadatak 3 (10 bodova). Oznalimo s P C N skup svih prostih brojeva. Neka je f :
2N — 2N zadana s f(S) = {U(x) | x € S} gdje je

U(x) = min(P\{0,1,...,x}).
Je li f neprekidna? Ako je, pronadite f-zatvorenje skupa {2}.

Rjesenje. Neka su Y C Nivy € N proizvoljni.

Pretpostavimo da je y € f(Y). Tad postoji x € N takav da je y = U(x). Prema tome,
za A ={x} CYjey € f(A) ={U(x)} ={y}

Obrnuto, pretpostavimo da postoji konatan A C Y takav da je y € f(A). Zbog f(A) =
{Ux) | x e A} C{U(x) | x € Y} = f(Y) imamo y € f(Y).

Definirajmo f(X) = {2} U f(X). Imamo:

(o) =id(o) =2
(o) = {2 Ufle) = {2)

(o) = {2 uf(2) ={2,3)
Plo) = {20 Uf({2,3) ={2,3,5)

Dokazimo indukcijom da je T (@) = {prvih n prostih brojeva}. Bazu smo provijerili;
pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

-n+1
f " (@) :{Z}Uf({z)sys))pn}) :{Z}U{S»S)--~»pn>pn+1}

Time je indukcija zavrSena.

Prema tome, zakljucujemo da je f-zatvorenje skupa {2} jednako fixf = (J%_, (@) =
P. |



