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Originalni dio
Zadatak 1 (10 bodova). Zadan je jezik

L ={w | w € aa(ba)*cc U cc(ba)*aa} .
Je li L regularan?

Rjesenje. Ovo je jednostavan zadatak koji provjerava osnovno razumijevanje gradiva.
Buduéi da je jezik zadan regularnim izrazom, nuzno je regularan. Nema potrebe za
primjenom leme o pumpanju, a ne mora se ni konstruirati konacan automat. ]

Zadatak 2 (20 bodova). Zadan je jezik
L= {wwRu | w,u € (aub)t}.
Je li L regularan? Je li kontekstno slobodan?

Rjesenje. Intuitivno je jasno da L nije regularan jezik. Prvi pokusaj za dokazivanje
neregularnosti bila bi primjena leme o pumpanju. Nazalost, za p = 4 svaka rije¢ iz L
duljine barem p zadovoljava uvjete leme.

To bi nas moglo navesti da pomislimo da je L regularan, medutim, pogledajmo reziduale
od L:

Lo:=a 'L={wwRau|we (aub)*,uc (aUb)"}
Li:=b 'Ly = {wwaau |we (aub)*,ue (aub)}
Ly:=a 'L = {wwRabau | w € (aUb)*,u € (aUb) "}

Dalje rekurzivno definiramo niz jezika (L, )pen:

L =b 'L
2k+1 2k L c N

1
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Indukcijom se lako pokaze da jezici imaju oblik koji se naslu¢uje u prva tri primjera.
Iz toga je jasno da je najmanja duljina rije¢i iz L,, jednaka n + 2 pa slijedi da su svi ti
jezici razliciti.

Buduéi da je svaki od jezika L, rezidual jezika L, zakljuc¢ujemo da L ima beskonacno
mnogo reziduala pa nije regularan.

Da bismo pokazali da je L kontekstno slobodan, konstruiramo PDA koji ga prepoznaje.
(Vidi sliku 1.)
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Slika 1: PDA iz zadatka 2.

Zadatak 3 (20 bodova). Konstruirajte Turingov stroj koji za rije¢ iz 1(0 U 1)* (broj
zapisan u binarnom sustavu) ponavlja sljedece:

1. Ako je na traci zapisan broj 1, prihvati ulaz i zavrsi s radom.

2. Ako je na traci zapisan paran broj, podijeli ga s 2, inate ga pomnozi s 3 i dodaj
mu 1.

3. Vrati se na prvi korak.

Pocetna pozicija glave je na krajnjem lijevom znaku ulaza.

Bonus: Za dodatnih 30 bodova dokazite da T'S prihvaca svaku rijec iz 1(0 U 1)*.

Rjesenje. Turingov stroj vidi se na slici 2.

U stanju qg glava se nalazi iznad jedinice sasvim lijevo. Stroj procita tu jedinicu i prijede
u q1. Ukoliko vise nema znamenaka (naide na .), prihvaca ulaz, inace se pozicionira na
krajnju desnu znamenku (stanje ¢o i prijelaz u gs).

Ukoliko je zadnja znamenka 0, broj je paran. Dijelimo ga s 2 brisanjem doti¢ne znamenke
(prijelaz u q4). Stroj se zatim opet pozicionira na krajnju lijevu znamenku i kreée
ispocetka iz qq.
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Slika 2: Turingov stroj iz zadatka 3.

Ukoliko je zadnja znamenka 1, broj je neparan. Prelazimo u sredisnji dio stroja oznacen
stanjima rgg, 701, 710, r11- Taj dio stroja mnozi broj s 3 i uveéava ga za 1. Ideja je
sljedeca: ako oznacimo broj s n, dodaj mu 2n + 1. Primjer:

101101011
1011010111

10001000010

Oznake stanja su sugestivne: r;; znaci da je prethodna znamenka pri prolasku preko
broja zdesna nalijevo bila ¢, i da imamo prijelaz j. Zbrojimo trenutnu znamenku s ¢ i
j da dobijemo najviSe dvoznamenkasti broj—prva znamenka je novi prijelaz, a drugu
zapisujemo na traku. Imamo sve informacije za prijelaz u novo stanje.

Kad sredisnji dio stroja obavi svoje, vracamo se u stanje g kako bismo se opet pozici-
onirali na krajnju desnu znamenku. (Naime, nakon mnozenja i uvecavanja nije potrebno
provjeravati je li na traci zapisan broj 1.)

Bonus dio ostaje citatelju za zabavu. :-) ]



