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Originalni dio

Zadatak 1. Opi�site rije�
ima najmanje tri jezika te za njih konstruirajte regularne izraze.Rje�senje. Neka je Σ = {0, 1, . . . , 9, a, b, . . . , z} skup koji sadr�zi znamenke i mala slovaengleske abe
ede.� L1 =
{
w ∈ Σ⋆

∣

∣ w sadr�zi rije�
 filip kao podrije�
}Regularan izraz za ovaj jezik je jednostavan: Σ⋆filipΣ⋆.� L2 =
{
w ∈ {0, 1}⋆

∣

∣ iza svake 0 nalazi se to�
no jedna 1
}Regularan izraz je opet jednostavan: 1⋆(01)⋆.� L3 =

{
w ∈ Σ⋆

∣

∣ w sadr�zi paran broj pojava podrije�
i filip}Ovaj put regularan izraz nije toliko o�
it. No nije toliko te�sko konstruirati DKAkoji prepoznaje L3.
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 MTR|Zada�
a 2, originalni dioKonstruiramo skupovne jednad�zbe (Σ\x je skra�
ena oznaka za Σ\{x}):
A = (Σ\f)A + fB + ε F = (Σ\f)F + fG

B = (Σ\i)A + iC + ε G = (Σ\i)F + iH

C = (Σ\l)A + lD + ε H = (Σ\l)F + lI

D = (Σ\i)A + iE + ε I = (Σ\i)F + iJ

E = (Σ\p)A + pF + ε J = (Σ\p)F + pAUvr�stavanjem unatrag J u I, pa I u H, pa H u G, pa G u F i kori�stenjem Ardenoveleme otkrivamo da je
F =

(

Σ\f+ f(Σ\i) + fi(Σ\l) + fil(Σ\i) + fili(Σ\p)
)

⋆

filipANastavljamo uvr�stavati unatrag: F u E, E u D, D u C, C u B i kona�
no B u A.
A =

(

Σ\f+ f(Σ\i) + fi(Σ\l) + fil(Σ\i) + fili(Σ\p)
)

A

+ filip
(

Σ\f + f(Σ\i) + fi(Σ\l) + fil(Σ\i) + fili(Σ\p)
)

⋆

filipA

+ fili+ fil+ fi + f + εJo�s jednim iskori�stavanjem Ardenove leme dobivamo kona�
an regularan izraz.Zbog kra�
eg zapisa uvodimo oznaku Λ =
(

Σ\f + f(Σ\i) + fi(Σ\l) + fil(Σ\i) +

fili(Σ\p)
).

A =
(

Λ + filipΛ⋆ filip
)

⋆

(fili+ fil + fi + f + ε)

�

Zadatak 2 (10 bodova). Rije�site sustav skupovnih jednad�zbi:
U = ε + dV + aΛ + gU

V = fU + eV

Λ = cU + bΛRje�senje. Prvo izra�zavamo V i Λ preko U i uvr�stavamo to u jednad�zbu za U:
V = e⋆fU

Λ = b⋆cU

U = ε + de⋆fU + ab⋆cU + gUKori�stenjem Ardenove leme dobivamo U pa to koristimo da dobijemo V i Λ:
U = (de⋆f + ab⋆c + g)⋆

V = e⋆f(de⋆f + ab⋆c + g)⋆

Λ = b⋆c(de⋆f + ab⋆c + g)⋆
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Zadatak 3 (20 bodova). Neka su Σ i Γ dvije (ne nu�zno razli�
ite) abe
ede i neka je
f : Σ → Γ⋆ proizvoljna funk
ija. Pro�sirimo f na rije�
i nad abe
edom Σ:

f(ε) := ε, f(w1w2 . . . wn) := f(w1)f(w2) . . . f(wn), w1, . . . ,wn ∈ ΣDoka�zite ili opovrgnite: Za regularan jezik L ⊆ Σ⋆ slika f(L) := {f(v) | v ∈ L} je takoderregularan jezik.Rje�senje. De�nirajmo transforma
iju regularnog izraza R nad Σ u regularan izraz R ′nad Γ na sljede�
i na�
in: za sve x ∈ Σ svaku pojavu znaka x u R zamijenimo sa f(x).Induk
ijom po duljini izraza R dokazujemo da je L(R ′) = f(L(R)). Za R = ∅ i R = εtvrdnja o�
ito vrijedi. Za R = x gdje je x ∈ Σ je R ′ = f(x) pa zbog f(L(x)) = f({x}) =

{f(x)} = L(f(x)) tvrdnja vrijedi.Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve regularne izraze �
ija je duljina manja od n zaneki n > 1. Neka je R izraz duljine n. Tad je R oblika R1 + R2, R1R2 ili R⋆

1
.U prvom slu�
aju R ′ je o�
ito oblika R ′

1
+ R ′

2
. Vrijedi

f(L(R)) = f(L(R1 + R2)) = f(L(R1) ∪ L(R2)) = f(L(R1)) ∪ f(L(R2)) .Duljina R1 i R2 strogo je manja od n pa po pretpostav
i induk
ije dalje vrijedi
f(L(R)) = L(R ′

1) ∪ L(R ′

2) = L(R ′

1 + R ′

2) = L(R ′) .U slu�
aju kad je R oblika R1R2 o�
ito je R ′ oblika R ′

1
R ′

2
. Imamo:

f(L(R)) = f(L(R1R2)) = f(L(R1)L(R2))Zbog de�ni
ije funk
ije f vrijedi f(uv) = f(u)f(v) gdje su u i v rije�
i iz Σ⋆. To povla�
i
f(L(R1)L(R2)) = f(L(R1))f(L(R2)) pa uva�zavaju�
i i pretpostavku induk
ije vrijedi:

f(L(R)) = L(R ′

1)L(R ′

2) = L(R ′

1R
′

2) = L(R ′) .Tre�
i slu�
aj je zbog de�ni
ije zvijezde kombina
ija prethodna dva pa se dokazuje ana-logno.Tvrdnja zadatka sad direktno slijedi iz dokazanog. Naime, za regularan jezik L kojije opisan regularnim izrazom R, slika f(L) je opisana regularnim izrazom R ′ pa je onatakoder regularan jezik. �

Zadatak 4 (15 bodova). Doka�zi ili opovrgni: regularni izrazi R = a⋆(ba + aa)⋆, S =

a⋆

(

ba(aa)⋆
)

⋆ i T = a⋆

(

ba(aa + ba)⋆ + ε
) svi opisuju isti regularan jezik.Rje�senje. Doka�zimo da R i S opisuju iste jezike. Naime, neka je w rije�
 iz jezika opisanogizrazom R = a⋆(aa+ ba)⋆. Ukoliko w ne sadr�zi znak b, o�
ito je w ∈ a⋆ ⊆ a⋆

(

ba(aa)⋆
)

⋆.Ako w sadr�zi b, onda je w oblika
w = ak(aa)l1 (ba)m1 . . . (aa)ln (ba)mn (aa)ln+13
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emu je BSO mi 6= 0. (Ako je mi = 0, spojimo (aa)li (aa)li+1 = (aa)li+li+1 .) Sadimamo:
w = ak+2l1 (ba)m1−1

(

ba(aa)l2
)

. . . (ba)mn−1
(

ba(aa)ln+1

)

∈ a⋆
(

ba(aa)⋆
)m1−1(

ba(aa)⋆
)

. . .
(

ba(aa)⋆
)mn−1(

ba(aa)⋆
)

= a⋆
(

ba(aa)⋆
)m1+...+mn

⊆ a⋆
(

ba(aa)⋆
)

⋆Obrnuto je lak�se. Naime
aa ⊆ ba + aa =⇒ (aa)⋆ ⊆ (ba + aa)⋆ .Nadalje, ba ⊆ ba + aa pa imamo

ba(aa)⋆ ⊆ (ba + aa)(ba + aa)⋆ ⊆ (ba + aa)⋆

(

ba(aa)⋆
)

⋆

⊆
(

(ba + aa)⋆
)

⋆

= (ba + aa)⋆

a⋆
(

ba(aa)⋆
)

⋆

⊆ a⋆(ba + aa)⋆Doka�zimo da S i T opisuju iste jezike. Prvo poka�zimo da je (

ba(aa)⋆
)k

⊆ ba(ba + aa)⋆za svaki k > 0. Naime, za k = 1 tvrdnja o�
ito vrijedi. Pretpostavimo da vrijedi za neki
k > 0. Tad je

(

ba(aa)⋆
)k+1

=
(

ba(aa)⋆
)k
ba(aa)⋆

⊆ ba(ba + aa)⋆ba(aa)⋆

⊆ ba(ba + aa)⋆(ba + aa)(ba + aa)⋆

⊆ ba(ba + aa)⋆Iz ovog zaklju�
ujemo da je
(

ba(aa)⋆
)

⋆

⊆ ba(ba + aa)⋆ + ε

a⋆
(

ba(aa)⋆
)

⋆

⊆ a⋆
(

ba(ba + aa)⋆ + ε
)U obratnom slu�
aju poka�zimo da je ba(aa+ba)⋆ ⊆

(

ba(aa)⋆
)

⋆. Naime, rije�
 w iz jezikas lijeve strane je oblika
w = ba(aa)k1 (ba)l1 . . . (aa)kn (ba)ln(aa)kn+1s tim da kao i u prvom dijelu zadatka mo�zemo BSO pretpostaviti li 6= 0. Daljnjezaklju�
ivanje je takoder sasvim analogno onom u prvom dijelu zadatka. Imamo w ∈

(

ba(aa)⋆
)

⋆. Kad sve skupimo dobijemo:
ba(aa + ba)⋆ + ε ⊆

(

ba(aa)⋆
)

⋆

a⋆
(

ba(aa + ba)⋆ + ε
)

⊆ a⋆
(

ba(aa)⋆
)

⋆
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