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@ Uvod i preliminarije

© Kvadratna jednadzba ax? + bx — c =0

© Riccatijeva jednadzba
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Uvod i preliminarije

Verizni razlomci (1)

o Konacan verizni razlomak je izraz oblika

Ag P1

By P2

_Pk
Pk

oy Pr
9k

@ To kompaktnije zapisujemo

A _ PP P
B g1t g+ gk
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Uvod i preliminarije

Verizni razlomci (2)

Ai i B mogu se dobiti iz rekurzija:

Ai = qiAi—1 + piAi-2,
Bi=qiBi_1+ piBi_>», i=2,3,...,k

s pocetnim vrijednostima

Ao =0, A1 = p1,
By=1, Bi=q
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Uvod i preliminarije

Verizni razlomci od interesa

@ Od interesa su nam verizni razlomci za koje je p;, g; € {1,%
jer tad u prethodnim rekurzijama imamo samo “kratke”
operacije: zbrajanje i “shift".

@ Moze se pokazati ([1]) da se svaki broj iz segmenta
[(V2 —1)/2,v/2] moze razviti u verizni razlomak tog oblika.

o Uotimo da [(v2 —1)/2,V/2] sadr#i [%, 1], segment u kojem su
svi brojevi s normaliziranim floating-point zapisom.
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Uvod i preliminarije

Generalizirani verizni razlomak

@ Generaliziranim veriznim razlomkom smatramo niz
transformacija oblika

Pi
)= —P k=123, ..
K(x) ak + fry1(x)

@ Glavni zahtjev kod ovakvog razvoja je da, ukoliko je f
definirana na intervalu [m, M], to bude i fi1.

@ Ukoliko je taj zahtjev ispunjen za svaki k, kazemo da imamo
funkcionalnu konzistenciju.
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Uvod i preliminarije

Konvergencija

Teorem

Neka je

A p1 P2 Pn
flx) = — , n=12 ...
1) B  qitqt+ gn+ fopi(x)

razvoj fi(x) u verizni razlomak s pozitivnim p; i q; i pretpostavimo
da postoji funkcionalna konzistencija. Neka je A,/B, n-ta
konvergenta razlomka.

Tad za svaki € > 0 postoji N takav da za svaki n > N vrijedi

iom Bl
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Uvod i preliminarije

Ekstremne vrijednosti

Teorem

Neka je n-ta konvergenta razvoja fi(x) u verizni razlomak

An _ PL P2 Pn

By ittt dn
i neka su p;, q; € {%, 1}. Tad vrijedi:
M = max fi(x )—maxnangOE =V2
. An
m = min fi(x) = min lim =% = (V2 -1)/2.

n—oo B,
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Kvadratna jednadzba

@ Na primjeru kvadratne jednadzbe oblika
ax® + bx —c =0, a>0,b>0,c>0

s dva razli¢ita realna rjeSenja suprotnih predznaka
demonstriramo stvaranje algoritma za dobivanje razvoja
pozitivnog rjeSenja u verizni razlomak.

@ Konkretno, pokazujemo kako dobiti skup pravila za izbor
pi. Gi € {3,1} u svakom koraku.

@ Kao specijalan slucaj dobit ¢emo brz algoritam za evaluaciju
kvadratnog korijena.
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Supstitucija (1)

@ Supstituiramo

Pk
XKk =

1
_77 pk7qk€ 771
Gk + Xkt1 {2 }

u k-tu kvadratnu jednadzbu:

2
P +b Pk

] S EE—— kK
(g + Xk+1)? gk + Xk+1

— Ck = 0
sto je ekvivalentno

ckxFy1 + (2ckqk — bkpi)Xk+1 + kGt — akpi — bkpkqk =0

e Dakle, xx41 je rjeSenje (k + 1)-te jednadzbe

2
ak1Xi+1 T bry1xkr1 — ckp1 =0
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Supstitucija (2)

@ Iz toga slijedi rekurzija:

Aagy1 = Ck
Abg i1 = 2¢ckqi — brpk
ACkr1 = —Ckqh + (akPk + bqi) P

pri ¢emu je X\ konstanta koja sluzi za normalizaciju.

@ Da bismo postigli funkcionalnu konzistenciju stavljamo uvjet

mgxkgl\/l, k:1,2,...
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

lzbor px i gk (1)

Pokazimo sad kako izabrati px i gx. Naime, poletnu kvadratnu
jednadzbu pisemo u obliku:

(5]

X1 =———
b1 + a1x

, a1>0,b1 20, >0m<x <M

Trazimo p1,q; € {%, 1} tako da bude

xlzL i m<x <M.
g1+ X2

Imamo 4 mogucnosti. Pretpostavimo m < x» < M i pogledajmo
koje dolaze u obzir.
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Izbor px i gk (2)

e m< xp» < M je ekvivalentno s

P P
q+M g1+ m

To znadi da, ukoliko je x; u navedenom intervalu za neki izbor
p1 i g1, odabir tih p; i g1 Ce osigurati m < xp, < M.

@ Uvrstavanjem sve 4 moguénosti dobivamo 4 intervala koji
zajedno pokrivaju [m, M]. Stoga je x; barem u jednom od
njih.
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

lzbor py i gk (3)

Bududi da je x; nepoznanica u prvoj kvadratnoj jednadzbi, uvjet da
se nalazi u intervalu [p1/(q1 + M), p1/(q1 + m)] izrazavamo preko
koeficijenata jednadzbe:

P1 Pi p1 pi

by + ap << by +
M (MRS S gt m T (g + m)?

ai

Uvrstavanjem konkretnih vrijednosti za p1, g1, m i M dobivamo
konkretan skup pravila koja sumiramo na sljede¢em slajdu.
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Pravila za izbor p; i 1

2-1 2-1\?
\[2 by + (\[2 ) a1 <a < (V2 —1)by + (V2 - 1)%a;
= birajpp =1/2,q1 =1
2 \@ 1
a; <a < 7[31 + 5231
= biraj p1 = 1/2,(]1 = 1/2
(V2 —1)by + (V2 — 1)%a; <a < 2(V2—1)by +4(V2 —1)%a;

= birajpp=1,q1 =1

< < V2by +2a

42 -2 42— 2\?
f7b1+(f7) N

= biraj py =1,q1 =1/2
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Jednostavnija pravila (1)

@ Prvo primijetimo da je dovoljno provjeravati samo jednu od
nejednakosti u navedenim pravilima, recimo gornju.

@ Zatim u igru dolazi klju¢na stvar — navedena 4 intervala se
preklapaju. Ako je x; u vise od jednog intervala, imamo
slobodu izbora p; i g1. No to nam omogudéuje i da
modificiramo granice intervala tako da imaju jednostavniji
binarni zapis.
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Jednostavnija pravila (2)

¢, <0.375b, + 0.15625a, =p=1/2,qx =1

ck <0.625b + 0.5a =pe=1/2,qk =1/2

¢k <0.75b; + 0.625a =pc=1q,=1
inale =pc=1q=1/2
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Kvadratna jednadzba ax? 4 bx —c=0

Algoritam

Konacno, dajemo algoritam kojim zakljuCujemo primjer rjeSavanja
kvadratne jednadzbe. Pocinjemo s k = 1.

o

2]
o
o

Dana je k-ta jednadzba, pronadi px i gk pomocu pravila
izbora.

Napravi iteraciju rekurzija za Ax i Bg.

Napravi iteraciju rekurzije za koeficijente (k 4 1)-te jednadzbe.
Provijeri je li Ax/By dostigao zeljenu preciznost. Ako nije,
vrati se na korak 1 za k + 1.
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Riccatijeva jednadzba

Riccatijeva jednadzba

@ Riccatijeva jednadzba je diferencijalna jednadzba oblika
f1/+81f22+b1f1+C1:0

pri ¢emu je f1(x) funkcija varijable x, a aj, by i ¢1 su funkcije
ili konstante.

@ Njeno svojstvo je da ukoliko f; zamijenimo s qlﬁi&, tad i f
zadovoljava Riccatijevu jednadzbu. Daljnjim iteriranjem
dobijemo niz Riccatijevih jednadzbi

fl + a2 + bufi + ¢ = 0.

@ Bududi da su mnoge elementarne funkcije rjesenja Riccatijeve
jednadzbe, kad bismo imali algoritam za razvoj njenih rjesenja
u verizne razlomke, mogli bismo pomocu toga brzo evaluirati
te elementarne funkcije.
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Riccatijeva jednadzba

Supstitucija

@ Pretpostavimo da je yi rjesenje k-te Riccatijeve jednadzbe i
supstituirajmo

_ P
Ik + Yiy1

@ Sli¢no kao kod kvadratne jednadzbe dobijemo rekurziju za
koeficijente (k + 1)-te jednadzbe:

1
Yk Pk, Gk € {571}

a k
k4l = ——
Pk
2¢kqx
biy1 = —bk —
Pk

ki
Ck+1 = —akPk — bk — —

Pk

@ Primijetimo da se u rekurziji koriste samo “kratke” operacije.
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Riccatijeva jednadzba

Rjesenje Riccatijeve jednadzbe (1)

Za Riccatijeve jednadzbe Ciji koeficijenti su dani prethodnom
rekurzijom vrijedi da je A = bi — 4aicy neovisan o k (tj. za sve
Jjednadzbe je isti).

o Rjesenje Riccatijeve jednadzbe ovisi o A.
o Neka je y' + ay? 4 by + ¢ = 0 Riccatijeva jednadzba.
Zapisemo je kao:

dy B
ay2+by+c
Integriranjem dobijemo rjesenje.
@ |z prethodnog teorema slijedi da ¢e sve jednadzbe u nizu imati
isti oblik rjesenja.
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Riccatijeva jednadzba

Rjesenje Riccatijeve jednadzbe (2)

/ dy _ 1 In2ay—i—b—\/E

ay’+by+c VA 2ay+b+VA
= \;Earthbj—/%ay ako A >0
= bggay ako A =0
= &aretg%}%b ako A <0
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Riccatijeva jednadzba

Funkcija tg (1)

@ Za funkciju y = tgx znamo da je rjesenje Riccatijeve
jednadzbe:
Y =y*+1,  y(0)=0.
@ Primijetimo A = —4 < 0.
@ Primijenimo bilinearnu transformaciju i iz rekurzije dobijemo
koeficijente k-te Riccatijeve jednadzbe. Zbog teorema u

svakom koraku je A = —4 < 0 pa je u k-tom koraku rjesenje:
—X, — dg = arctgw .
@ Stoga je
Yk = —;akk - alktg(xk + d)

@ Kad bismo razvili skup pravila za tgx, pomoéu ovog bismo
mogli evaluirati funkciju.
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