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Jacobijeva metoda

Jacobijeva metoda izraCunava svojstvene vrijednosti simetricne
(hermitske) matrice A:
@ Generira se niz ortogonalnih (unitarnih) transformacija U; tako
da, uz U = []; U;, matrica U*AU bude priblizno dijagonalna,
s aproksimacijama svojstvenih vrijednosti na dijagonali.
@ Bazira se na teoremu da postoji unitarna matrica U takva da
je U*AU dijagonalna ako i samo ako je A normalna
(AA* = A*A).
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Generalizacija (1)

Ovdje opisujemo generalizaciju Jacobijeve metode:

@ Za kompleksnu matricu A generira se niz dvodimenzionalnih
transformacija P; tako da je, uz P = []; P;, matrica
A; = PLAP proizvoljno blizu normalne, tj. apsolutna
vrijednost svakog elementa matrice A;A] — A[A[ je
proizvoljno mala.

e Bazira se na sljede¢em rezultatu [2]:
inf N2(P~AP) = Ail?
of N2(PTLAP) = 3 |\
1<i<n
pri ¢emu je P regularna, \; su svojstvene vrijednosti n X n

matrice A, a
N2(A) = Jal*.

i
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Generalizacija (2)

e Matrica P; za pivotni par (k, m) je sljedeéeg oblika:

puk = € P cos z Pim = —€'%sin z
Pmk = € '¥sinz Pmm = e® cos z

gdjesu o, €R, az=x+1iy.
@ Parametri bi se mogli birati tako da se minimizira
Nz(PflAP,-). NaZalost, takve parametre je tesko pronadéi.

@ Zato dajemo eksplicitne aproksimacije optimalnih parametara
za koje vrijedi

N3(A) — N?(P71AP;) > ﬁN2(AA* — A*A).
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Razrada metode

Ucinak transformacije P; na A (1)

Ucinak transformacije P; s pivotnim parom (k, m) na A. Oznadimo

A = P7AP;.
3 = aj (i,J # k,m)
al; = ePayjcos z + e®ap;sin z (i # k, m)
ay = e Pay cosz+ e ayysinz
a i =e Panicosz— e aysinz
al,, = ePaj,cosz — e®ay sin z

aye = (akk + amm + Dim cos 2z + Exmsin 22) /2
Ay = ei(a+ﬁ)(77km — Dymsin2z + &g cos 2z) /2
a = e OO (p — Dignsin2z + Eim cos 22) /2
anm = (akk + amm — Dkm cos2z — Ekmsin22) /2
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Razrada metode

Ucinak transformacije P; na A (2)

Pritom je na proslom slajdu:

Dim = akk — amm
Bkm = akm + amk
Ekm = dkm — dAmk
Ekm = Bim cos(av — 3) — iEkm sin(a — 3)
Nkm = Ekm cos(a — 3) — iBgm sin(a — 3)
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Razrada metode

Ucinak transformacije P; na N?(A)

Grozomornim raspisivanjem dobivamo:
AN?(A) =N2(A) — N2(A)
=G(1 — csh2y) — Hsh2y
+(IDI? + [€]*)(1 — cshay)/2 + (i/2)(DE" — D*€)shay

pritom

G= ) (|ail® + |ai|® + |ami? + |aim|?)
i#k,m

H = —Ksin(a — ) + ?cos(a )

R = 2?}%( Z (ak,-a*m, — a;fkaim)>
i#k,m

? = 2%( Z (ak,-a:q,- — a;-kkaim))
i#k,m
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Razrada metode

Maksimum od AN?(A)

@ Deriviranjem po y i a — (3 pokaze se da AN?(A) ima najvise
jedan maksimum, a ako ga nema, postoji kvadrant
y — (@ — f3) ravnine na kojem je AN?(A) > 0.

@ Uvedimo notaciju

C = AA" — AA, C'=AA" - AFA.

Tad je

2c),, = el@th) (,( - %OyANZ(A)) + Sh12y (8a_gAN2(A)>> .

e U tocki maksimuma derivacije su 0 pa je i ¢, = 0.
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Leme i teorem

Lema

Za fiksni (k, m) i proizvoljne x i (3 neka je A' = S~1AS, gdje je S
definirana parametrima c i y:

tg(a — B) = —=<m
Ckm
sin(av — 8)€km — cos(a — 3)Tkm
tehy =
s G +2(12 + D)
Tad je
AN?(A) > - 2 =|ckml”-
(4) 3G+ 2([¢2+ [DP) 3kl
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Leme i teorem

Lema

Neka je R realna rotacija definirana parametrima a ==y =0

Ckk — C
bg0x = — Kk — Cmm

2Ckm
Stavimo A' = R™1AR. Tad je ¢, — Chpm = 0, Cm = Ckm i

2C)m = 2Ckm €05 2x — (Ckk — Cmm ) Sin 2X .

Dokaz.

. . Y . PR
Direktnim racunanjem ¢, i iz

Crk — Coom = (Ckk — Cmm) €08 2X + 2Ckm sin 2x .
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Leme i teorem

Neka je pivotni par (k, m) odabran tako da je

2 > (Al + (ci — g5)?) -

dlcu |2 _ 2, 2
|Ckm’ ol (Ckk Cmm) n(n — 1) s

Tad je

4| cim|? + (cik — Cmm)? > mNz(C) )

Raspisivanjem 3=, (cii — cjj)?, koristenjem &injenice da je
tr(C) = tr(AA* — A*A) = 0 i raspisivanjem N2(C). O
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Leme i teorem

Neka je Ag = A, uz N?(A) < 1. Neka je Aiy1 = QA Qi gdje je
Qi = R;S; uz pivotni par (k;, m;) odabran tako da je

4‘C/(<:217,’2 + (CIE:L — c{)..)? barem aritmetitka sredina svih takvih
veli¢ina. Transformacije R; i S; dane su parametrima:

Ckk — C
tg2xr = B e ar=pPBr=yr =0,
m
12¢y, cos2xg — (ckk — € sin 2xg
tg(as — Bs) = —=— £ mm) ,

2 Ckm
tghys = ((1/2) sin(as — Bs)(2€km cos 2xgr — (Ckk — Cmm) SIN 2XR)

— cos(as — 35)Tkm) / ( Gim + 2(|&knl® + | Dknl?))
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Leme i teorem

Teorem (nastavak)

pri Cemu je

& =(Bkm €03 2xgr — Dym sin 2xg) cos(as — f(s)
— iEkmsin(as — Bs),
D, =Dym cos 2xg + Bym sin 2xg.

Bs i xs su proizvoljni. Tad je

lim N?(C))=0.

i—00
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Leme i teorem

Dokaz teorema

Stavimo AL, ; = RT'AR; i Ajp1 = ST A}, Si. Koristedi lemu 2
imamo
— =/
tg(as - 65) = _Clm/Ckmv
sin(as — 35)€,,.. — cos(as — (35)T,
tghysz ( )km/ - ( d 2)km
ka + 2(‘£km’ + ’ka’ )

gdje su sad &, i D, definirani kao na pocetnim slajdovima za

/
At
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Leme i teorem

Dokaz teorema (nastavak)

Iz leme 1 i invarijantnosti N? na rotacije slijedi
AN (A) = AN?(A) > [eln /3 = (Alcipn > +(cd — i) /12.
Stoga, prema lemi 3 imamo

AN?(A;) = 1/(3n(n —1))N?(C).

Budu¢i da AN?(A;) — 0, mora i N?>(C;) — 0. O
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Pregled poboljsanja

Dijagonalizacija

@ Rezultat primjene opisane metode je priblizno normalna
matrica. Za ocCitavanje svojstvenih vrijednosti potrebno ju je
dijagonalizirati.

@ Jedno poboljsanje bilo bi “ugraditi” dijagonalizaciju u samu
metodu biranjem proizvoljnih parametara x i « tako da se

minimizira
2 2
T2 (A) = lagl*.
i#j
Za detalje vidjeti [1, str. 81]. Nazalost, u ¢lanku nema dokaza
da takav izbor parametara doista dijagonalizira matricu.
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Pregled poboljsanja

Realne matrice

@ U slucaju realne pocetne matrice ideja je da se ostane u polju
realnih brojeva prilikom racunanja, a da dijagonalizacija
takoder bude ugradena u metodu.

@ Izbor parametara koji bi trebali voditi do toga moZe se vidjeti
u [1, str. 81]. U slucaju simetri¢ne matrice ovakva metoda se
reducira na Jacobijevu.

@ Nazalost, dokaza konvergencije metode nema u ¢lanku.
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