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Jacobĳeva metoda

Jacobĳeva metoda izračunava svojstvene vrĳednosti simetrične
(hermitske) matrice A:

Generira se niz ortogonalnih (unitarnih) transformacĳa Ui tako
da, uz U =

∏
i Ui , matrica U∗AU bude približno dĳagonalna,

s aproksimacĳama svojstvenih vrĳednosti na dĳagonali.
Bazira se na teoremu da postoji unitarna matrica U takva da
je U∗AU dĳagonalna ako i samo ako je A normalna
(AA∗ = A∗A).
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Generalizacĳa (1)
Ovdje opisujemo generalizacĳu Jacobĳeve metode:

Za kompleksnu matricu A generira se niz dvodimenzionalnih
transformacĳa Pi tako da je, uz P =

∏
i Pi , matrica

AL = P−1AP proizvoljno blizu normalne, tj. apsolutna
vrĳednost svakog elementa matrice ALA∗L − A∗LAL je
proizvoljno mala.
Bazira se na sljedećem rezultatu [2]:

inf
P

N2(P−1AP) =
∑

16i<n
|λi |2

pri čemu je P regularna, λi su svojstvene vrĳednosti n × n
matrice A, a

N2(A) =
∑
i ,j
|aĳ |2 .
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Generalizacĳa (2)

Matrica Pi za pivotni par (k,m) je sljedećeg oblika:

pĳ = δĳ (i , j 6= k,m)

pkk = e−iβ cos z pkm = −eiα sin z
pmk = e−iα sin z pmm = eiβ cos z

gdje su α, β ∈ R, a z = x + iy .
Parametri bi se mogli birati tako da se minimizira
N2(P−1i APi ). Nažalost, takve parametre je teško pronaći.
Zato dajemo eksplicitne aproksimacĳe optimalnih parametara
za koje vrĳedi

N2(A)− N2(P−1i APi ) >
1
3

1
n(n − 1)

N2(AA∗ − A∗A) .
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Učinak transformacĳe Pi na A (1)
Učinak transformacĳe Pi s pivotnim parom (k,m) na A. Označimo
A′ = P−1i APi .

a′ĳ = aĳ (i , j 6= k,m)

a′ki = eiβaki cos z + eiαami sin z (i 6= k,m)

a′ik = e−iβaik cos z + e−iαaim sin z
a′mi = e−iβami cos z − e−iαaki sin z
a′im = eiβaim cos z − eiαaik sin z
a′kk = (akk + amm + Dkm cos 2z + ξkm sin 2z)/2
a′km = ei(α+β)(ηkm − Dkm sin 2z + ξkm cos 2z)/2
a′mk = e−i(α+β)(−ηkm − Dkm sin 2z + ξkm cos 2z)/2
a′mm = (akk + amm − Dkm cos 2z − ξkm sin 2z)/2
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Učinak transformacĳe Pi na A (2)

Pritom je na prošlom slajdu:

Dkm = akk − amm

Bkm = akm + amk

Ekm = akm − amk

ξkm = Bkm cos(α− β)− iEkm sin(α− β)

ηkm = Ekm cos(α− β)− iBkm sin(α− β)
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Učinak transformacĳe Pi na N2(A)

Grozomornim raspisivanjem dobivamo:
∆N2(A) =N2(A)− N2(A′)

=G(1− csh2y)− Hsh2y
+ (|D|2 + |ξ|2)(1− csh4y)/2 + (i/2)(Dξ∗ − D∗ξ)sh4y

pritom
G =

∑
i 6=k,m

(|aki |2 + |aik |2 + |ami |2 + |aim|2)

H = −K sin(α− β) + K cos(α− β)

K = 2<
( ∑

i 6=k,m
(akia∗mi − a∗ikaim)

)
K = 2=

( ∑
i 6=k,m

(akia∗mi − a∗ikaim)
)
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Maksimum od ∆N2(A)

Deriviranjem po y i α− β pokaže se da ∆N2(A) ima najviše
jedan maksimum, a ako ga nema, postoji kvadrant
y − (α− β) ravnine na kojem je ∆N2(A) > 0.
Uvedimo notacĳu

C = AA∗ − A∗A, C ′ = A′A′∗ − A′∗A′ .

Tad je

2c ′km = ei(α+β)
(
i
(
− 1

2∂y ∆N2(A)
)

+
1

sh2y
(
∂α−β∆N2(A)

))
.

U točki maksimuma derivacĳe su 0 pa je i c ′km = 0.
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Lema 1

Lema

Za fiksni (k,m) i proizvoljne x i β neka je A′ = S−1AS, gdje je S
definirana parametrima α i y :

tg(α− β) = −ckm
ckm

tghy =
sin(α− β)ckm − cos(α− β)ckm

G + 2(|ξ|2 + |D|2)
.

Tad je

∆N2(A) >
4
3

|ckm|2

G + 2(|ξ|2 + |D|2)
>

1
3 |ckm|2 .
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Lema 2

Lema

Neka je R realna rotacĳa definirana parametrima α = β = y = 0 i

tg2x = −ckk − cmm
2ckm

.

Stavimo A′ = R−1AR. Tad je c ′kk − c ′mm = 0, c ′km = ckm i

2c ′km = 2ckm cos 2x − (ckk − cmm) sin 2x .

Dokaz.
Direktnim računanjem c ′km i iz

c ′kk − c ′mm = (ckk − cmm) cos 2x + 2ckm sin 2x .
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Lema 3

Lema

Neka je pivotni par (k,m) odabran tako da je

4|ckm|2 + (ckk − cmm)2 >
2

n(n − 1)

∑
i<j

(
4|cĳ |2 + (cii − cjj)

2) .
Tad je

4|ckm|2 + (ckk − cmm)2 >
4

n(n − 1)
N2(C) .

Dokaz.
Raspisivanjem

∑
i<j(cii − cjj)

2, korištenjem činjenice da je
tr(C) = tr(AA∗ − A∗A) = 0 i raspisivanjem N2(C).

Filip Nikšić Jakobĳevska metoda za sv. vrĳednosti proizvoljne matrice



Uvod
Razrada metode
Leme i teorem

Pregled poboljšanja
Literatura

Teorem

Neka je A0 = A, uz N2(A) 6 1. Neka je Ai+1 = Q−1i AiQi , gdje je
Qi = RiSi uz pivotni par (ki ,mi ) odabran tako da je
4|c(i)

ki mi
|2 + (c(i)

ki ki
− c(i)

mi mi )
2 barem aritmetička sredina svih takvih

veličina. Transformacĳe Ri i Si dane su parametrima:

tg2xR = −ckk − cmm
2ckm

, αR = βR = yR = 0,

tg(αS − βS) = −1
2
2ckm cos 2xR − (ckk − cmm) sin 2xR

ckm
,

tghyS =
(

(1/2) sin(αS − βS)
(
2ckm cos 2xR − (ckk − cmm) sin 2xR

)
− cos(αS − βS)ckm

)
/
(
Gkm + 2(|ξ′km|2 + |D′km|2)

)

Filip Nikšić Jakobĳevska metoda za sv. vrĳednosti proizvoljne matrice



Uvod
Razrada metode
Leme i teorem

Pregled poboljšanja
Literatura

Teorem (nastavak)

pri čemu je

ξ′km =(Bkm cos 2xR − Dkm sin 2xR) cos(αS − βS)

− iEkm sin(αS − βS),

D′km =Dkm cos 2xR + Bkm sin 2xR .

βS i xS su proizvoljni. Tad je

lim
i→∞

N2(Ci ) = 0 .
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Dokaz teorema

Stavimo A′i+1 = R−1i ARi i Ai+1 = S−1i A′i+1Si . Koristeći lemu 2
imamo

tg(αS − βS) = −c ′km/c
′
km ,

tghyS =
sin(αS − βS)c ′km − cos(αS − βS)c ′km

Gkm + 2(|ξ′km|2 + |D′km|2)

gdje su sad ξ′km i D′km definirani kao na početnim slajdovima za
A′i+1.

Filip Nikšić Jakobĳevska metoda za sv. vrĳednosti proizvoljne matrice



Uvod
Razrada metode
Leme i teorem

Pregled poboljšanja
Literatura

Dokaz teorema (nastavak)

Iz leme 1 i invarĳantnosti N2 na rotacĳe slĳedi

∆N2(Ai ) = ∆N2(A′i ) > |c ′km
(i)|2/3 = (4|c(i)

km|
2 +(c(i)

kk −c(i)
mm)2)/12 .

Stoga, prema lemi 3 imamo

∆N2(Ai ) > 1/(3n(n − 1))N2(Ci ) .

Budući da ∆N2(Ai )→ 0, mora i N2(Ci )→ 0.
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Dĳagonalizacĳa

Rezultat primjene opisane metode je približno normalna
matrica. Za očitavanje svojstvenih vrĳednosti potrebno ju je
dĳagonalizirati.
Jedno poboljšanje bilo bi “ugraditi” dĳagonalizacĳu u samu
metodu biranjem proizvoljnih parametara x i α tako da se
minimizira

τ2(A) =
∑
i 6=j
|aĳ |2 .

Za detalje vidjeti [1, str. 81]. Nažalost, u članku nema dokaza
da takav izbor parametara doista dĳagonalizira matricu.
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Realne matrice

U slučaju realne početne matrice ideja je da se ostane u polju
realnih brojeva prilikom računanja, a da dĳagonalizacĳa
također bude ugrađena u metodu.
Izbor parametara koji bi trebali voditi do toga može se vidjeti
u [1, str. 81]. U slučaju simetrične matrice ovakva metoda se
reducira na Jacobĳevu.
Nažalost, dokaza konvergencĳe metode nema u članku.
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